Kimou. 


الأعداد الأولية 


تعريف : نقول عن عدد طبيعي n‏ أنه أولي إذا وافقط إذا كان له قاسمين فقط هما 1 و (nz1) n‏ 

خاصية : لإثبات أن عدد طبيعي n‏ أولي نتبع الخطوات التالية : 

1 إذا كان [n‏ عدد طبيعي فإن n‏ ليس أولي . 

2 إذا كان [n‏ ليس عدد طبيعي نبحث عن المجموعة À‏ من كل الأعذاد الأولية الأصغر.من  [n‏ 

3 إذا كانت كل palic‏ المجموعة A‏ لا تقسم n‏ فإن n‏ أولي (ماعدا (l‏ 

4 إذا وجد عنصر من المجوعة A‏ يقسم العدد n‏ فإن n‏ ليس أولي + 

مثال : هل العدد 341 أولي ؟ 

1 - 18,4 > 1341 إذن : 341ا ليس عدد طبيعي . 

A= PIE ال ا و‎ EE — 2 

3 بما أن العدد 11 ai‏ 341 9¿ 11 ×31= 341 فإن 341 ليس أولي . 

نشاط: n‏ عدد طبيعي أكبر تماما من 3 . نضع 208 acn‏ 

هل توجد قيم للعدد الطبيعي n‏ يكون من أجلها a‏ عددا أوليا 

الحل : hay‏ أن : (2 + 4()8 - م) > 8 -م 52-2 حيث DA B O‏ 
إذن : العدد a‏ يحلل. إلى جداء عددين طبيعيين هما (n+2)‏ و (n-4)‏ 


إذن : حتى يكون ۾ أولي يجب أن يكون ده 


أي aj.‏ 
1 7 أولي (محقق) 
نتيجة : يكون a‏ أولي إذا و فقط إذا كان 2-5 


7 العدد 0 ليس أولي 
> 1 ليس أولي لأن العدد 1 له قاسم واحد فقط هو نفسه . 
> العدد 2 هو العدد الأولي الزوجي الوحيد . 
V‏ مجموعة الأعداد الطديعية الأولية غير منتهية أصغر عنصر منها هو 2 
و من بينها : E TN RE ER TE A A‏ 213 
مبرهنة : كل عدد طبيعي غير أولي n‏ حيث n22‏ يمكن تحليله إلى جداء عوامل أولية بطريقة وحيدة . 
مثال : 24 ليس أولي إذن يمكن تحليل 24 كمايلي 3 2 2 2 - 24 
نتيجة مباشرة : a‏ و b‏ عندان طبيعيان č‏ 4<1 و b>l‏ 
š‏ يكون b‏ قاسما ل a‏ إذا و فقط إذا كانت كل العوامل الأولية في تحليل b‏ توجد 
Ë‏ في تحليل العدد a‏ بشرط أن يكون الأس في b‏ أصغر أو يساوي الأس في a‏ 
8 مثلا: 72-2332 
x 3‏ 2= 18 
لاحظ أن كل عوامل تحليل 18 توجد في تحليل 72 بأس أصغر من الأس الذي يظهر في تحليل 72 إذن : 18 يقسم 72 
نشاط : البحث عن قواسم عدد طبيعي إنطلاقا من تحليله إلى عوامل أولية 
ليكن 1 عدد طبيعي يحلل إلى جداء عوامل أولية كمايلي : 


E G 
bp t .... ؛رط ؛‎ bi حيث به + 22 ء .... م3 أعداد طبيعية أولية متمايزة مثنى «ثنى و‎ P= a1 xX 42 X ....... x ap 


عدد قواسم العدد n‏ هو الجداء (1 (bı +1)(b2 + 1) ..... (bpt‏ 
مثال : 735 =1 


بإجراء التحليل : 7 × 5 × 735=2 
إذن : عدد alá‏ 735 هو 12 - (1+ 1()1+1()2 +1) 
البحث عنها : 
الجداء ل 
1 
7 5 
49 
5 
s! 35‏ 
245 
3 
21 5 
147 
15 


5 105 
7-05 


30 


نتيجة : قواسم العدد 735 هي }1;7;49;5;35;245;3;21;147;15;105;735{ sas y‏ 12 
المضاعف المشترك الأصغر لعددين طبيعيين غير معدومين 
تعريف : a‏ و b‏ عددان طبيعيان غير معدومين . نسمي Ma‏ مجموعة مضاعفات العدد a‏ 
و30 مجموعة: اقات الد b‏ 
Ma N Mo‏ هي مجموعة المضاعفات المشتركة للعددين a‏ و 6+ 
أصغر عنصر غير معدوم من المجموعة MaN Mp‏ يسمى المضاعف المشترك الأصغر للعددين a‏ و b‏ 
و نرمز له ب PPCM(a;b)‏ 
ملاحظات : الرمز PPCM‏ يعني plus petit commun multiple‏ 
PPCM(a;a)=a‏ 
PPCM(1;a) =a‏ 
أمثلة : مضاعفات 6 في 0;6;12;18;24;30;36;42;.....7( 
مضاعفات 8 هي l‏ :24:40:48 :0:83:16 
المضاعفات المشتركة ل 6 و 8 هي ([..... : 72 : 48 : 24 : 0) 
إذن : 24 > (8 ; PPCM(6‏ 
تمديد : إذا كان b e a‏ عددان صحيحان PPCM(a;b)= PPCM(|a| ; |b|) ¿š‏ 
خاصية أساسية : a‏ و b‏ عددان طبيعيان غير معدومين 
إذا كان k‏ عدد صحيح غير معدوم فإن PPCM(ka;kb)= |k| x PPCM(a; b)‏ 
نشاط : عين العدد الطبيعي غير المعدوم a‏ حيث 280 = PPCM(56;a)‏ 
الحل : 280 مضاعف ل a‏ إذن : a‏ يقسم 280 280 
لنبحث عن قواسم العدد 280 باستعمال التحليل : 140 
فن : 47 215 = 280 70 
إذن : a‏ يكتب من الشكل 7× ”5× 2 xe(0;1;2;3) čs‏ + 35 
ye{0;1}‏ (26)0:1 7 
La‏ أن PPCM(56;a)+56‏ فإن a‏ لايقسم 56 1 
إذن : 1< ر لان 5 لايقسم 56 
منه : القيم الممكنة ل a‏ هي كمايلي : 
}280 ; 40 ; 140 :20 :35:10:70 45 


سلسلة هباج 


— Ez 1 25101 

20 1 5 5 
| 

r 7 SEE 

TIF 

2 TSE EDO 
TSEAN 

EA] 5 | 40 
TE El SO 


تمرين : n‏ عدد طبيعي غير معدوم . 
a‏ و b‏ عددان طبيعيان a=3"(11"'2_ 11") : da‏ و ("3- !*”11")3 -ط 
عين المضاعف المشترك الأصغر للعددين a‏ و b‏ 
الح :120 a=3"(11"2_11")=3" x 11)11 - 1)= (3 x11)™x‏ 
b= 11"(3"" - 35(- 11" x 3"3 -1( = )3 x11)" × 2‏ 
منه : )2 ; ppcm(a ; b) = ppem(33" x 120 ; 33" x 2) = 33" x ppen(120‏ 
إذن : "33 ppem(120 ; 2) = 120 ¿V ppem(a; b) = 120 x‏ 
القاسم المشترك الأكبر و المضاعف المشترك الأصغر : 
للبحث عن القاسم المشترك الاكبر أو المضاعف المشترك الأصغر لعددين طبيعيين a‏ و b‏ نتبع الطريقة التالية : 
1 نحلل العددين a‏ و b‏ إلى جداء عوامل أولية بأسس طبيعية 
2 القاسم المشترك الأكبر ل- a‏ و b‏ هو جداء العوامل المشتركة فقط مأخوذة بأصغر أس . 


3 المضاعف المشترك الأدىغر ل a‏ و b‏ هو جداء كل العوامل مأخوذة بأكبر أس.. 2 | 560 2 | 288 
أمثلة : 2-560 + 288 =ط 2802 AZ‏ 
إن AO 5602 kS xT‏ 2127 
x 32‏ 25 = 288 02 362 

يوجد عامل مشترك واحد فقط هو 2 و أسه الأصغر هو 4 T s 5 a‏ 
i PGCD(560 ; 288) = 2= 16‏ 3|5 
العوامل التي تظهر في تحليل العددين هي : 2 51٠ 3 ٠‏ »7 1 


1 ٠ 1 2 » 5 و أسسها الكبرى على الترتيب‎ 
ppem(560;288)=2 x 32 x 5 × 7 : o 
: خاصية أساسية‎ 
b>1 و‎ 4<1 cya عددان طبيعيان‎ b و‎ a 
pgcd(a ; b) x ppem(a ; b) = a xb 

ab = 180001 دمن الاعداد الطبيعية التي تحتو‎ (a; b) مثال : عين كل الثنائياثت‎ 
DO a b = pgcd(a ; b) x ppem(a ; b) الحل_:‎ 

ab 
ppem(a ; b) 
. p) = 18000 _ i 
DT n S أي‎ 


pgcd(a ; b) = 


e | 


نضع ×30=ه و :8-303 'حيث × و y‏ أوليان فيما بينهما . 
إذن : ab=18000‏ تكافئ 18000 = 30y‏ × × 30 

xy=20 تكافئ:‎ 

& 5y) E{(1 ;20); )4 : 5( ; )5 ; 4( ;)20 ; 1(( ¿aS 
(a; b) € {(30 ; 600) ; (120 ; 150) ; (150 ; 120) ; (600 ; 30)} : نتيجة‎ 
20+16 حيث 1 > م‎ B أوليان فيما بينهما إذا و فقط إذا وجد عددان صحيحان » و‎ b و‎ a يكون عددان صحيحان‎ 
: لدينا‎ n من أجل كل عدد طبيعي‎ : Ja 

16-1 +م 15-20 -م 20 -(4 -م 4)5 -(3 -م 5)4 
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إذن : توجد ثنائية (4 - : 5) = (8 (a;‏ من الأعداد الصحيحة تحقق e(4n-3)+B(Sn-4)=1‏ 
منه : العددان (Sn-—4)‏ و (42-3) أوليان la‏ بينهما ٠‏ 
خواص أساسية : 
1 كل عدد أولي a‏ هو أولي مع كل الأعداد ماعدا مضاعفاته 
2 إذا كان 4 = (ط : 8002م فإن توجد ثنائية (a; B)‏ من 2 21 تحقق : 4 >8 8 +02 
3 إذا كان a‏ عددا أوليا مع عددين صحيحين b‏ و c‏ فإن a‏ أولي مع الجداء bc‏ 
مبرهنة غوص : 
b. a‏ » © أعداد صحيحة غير معدومة 
إذا كان a‏ يقسم الجداء bc‏ و كان a‏ أولي مع b‏ فإن a‏ يقسم © 
تطبيق المبرهنة : 
1 تحقق أن الثنائية (2 : 4) هي حل للمعادلة ذات المجهولين x‏ ء ل التالية : 
E 9x-16y=4‏ 
— إستنتج كل حلول 21023 (E)‏ في المجموعة ZxZ‏ 
=n‏ : 
من أجل (4:2) Jax (x; y)=‏ على : 4= 32 -16)2(=36 -(9)4 
إذن : فعلا الثنائية (2 : 4) هي حل للمعادلة (E)‏ 


2 لتكن الثنائية (x;y)‏ حلا للمعادلة (E)‏ إذن : 9x-16y=4‏ 
لکن : 4= (16)2 - (9)4 
إذن : (16)2 -(9)4= 9-163 
9(x) - 9)4( = 16 y - 16)2( : <‏ 
16(y — 2) ga‏ = )4 -ع)9 
إذن : 16 يقسم الجداء (4- »)9 
بما أن 16 أولي مع 9 فإن 16 يقسم (x-4)‏ 
أي : x-4=16k‏ حيث keZ‏ 
x=16k+4 : <‏ 
نعوض x‏ ب 16k+4‏ في 9(16k+4)-16y=4 : (E) Wd‏ 
أي : 9x16k+36-16y-4=0‏ 
أي : 9x 16k+32=16y‏ 
أي 7291221 
نتيجة : حلول المعادلة (E)‏ في المجموعة ZxZ‏ هي الثنائيات (x;y)‏ حيث 
x=16k+4‏ و k da y=9k+2‏ عدد صحيح 
خواص : c e b ¿ a‏ أعداد طبيعية غير معدومة 
1 إذا كان م عدد طبيعي أولي يقسم الجداء ab‏ فإن م يقسم a‏ أو p‏ يقسم b‏ 


b مضاعف‎ a 
bc مضاعف للجداء‎ a ۾ ماقف € فإن‎ ١٠ CAS لالت إذا‎ 
أوابان فيما بينهما‎ c و‎ b 
عدد طبيعي . نضع (1 + 8 1()13 + ه 2)5 - لم‎ n : تطبيق‎ 
6 برهن أن 4 يقبل القسمة على‎ 
2 ما‎ ۸ gs كما‎ 6 Sta. A ابات أن‎ 
EN ES ==: اكد‎ 


نتيجة :بها أن 2 و 3 A saa‏ مضاعف 2×3 
هل 4 مضاعف 2 ؟ 

إذا كان n‏ زوجي فإن A‏ مضاعف 2 لأن (1 +2 52+1()13)م4-2م 

إذا كان n‏ فردي فإن (1 +2 5) زوجي إذن : A‏ مضاعف 2 

نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي n‏ فإن A‏ مضاعف 2 

هل 4 مضاعف 3؟ 

إذا كان n‏ مضاعف 3 فإن A‏ مضاعف 3 لأن (1 +2 1()13 +2 2)5- م 
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إذا كان 1 + غ1 3 -:8 gë‏ (2 +1 3)5 = 6+ع1 15 > 1 +5.5 o‏ : 52+21 مضاعف 3 

إذا كان n=3k+2‏ فإن (9 +1 3)13 = 27 + ع1 39 - 28+21 13 3 : 1 +8 13 مضاعف 3 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيمي n‏ فإن A‏ مضاعف 3 


2 مضاعف‎ A 
6 مضاعف‎ A : ماع 5 إذن‎ À > t خلاصة‎ 
و 3 أوليان فيما بينهما‎ 2 


حلول تمارين الكتاب المدرسي 


التمرين — 1 

عين قائمة الأعداد الأولية المعصورة بين 1 و 100 

IS Sat 

لتكن ۸ مجموعة الأعداد الأولية المحصورة بين 1 و 100 

E EE e 11-17191220291 962417548:-47 559610677117398 
89;97) 

التمرين — 2 


1 ما هو عدد عمليات القسمة التي يمكن إجراؤها على الأعداد الأولية المتتابعة لمعرفة 
ما إذا كان العدد 1429 أوليا أم لا ؟ 
2 بين أن العدد 1429 أءلي 
الحل -2_ 
1 -لدينا 37,8 × 0/1429 
قائمة الأعداد الأولية الأصغر من 38 هي }2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37{ 
إذن : عدد عمليات القسمة آلتي يمكن إجراؤها هو 12 (عدد الأعداد الأولية الأصغر من 38) 
2 بإجراء القسمة الإقليدية للعدد 1429 على كل من الأعداد الأولية الأصغر من 38 لا نجد أي قاسم له إذن : 1429 أولي 
التمرين ‏ 3 
أثبت أن العدد 853 أولي 
EN |‏ = 


aia [853 = 29,2‏ جدول بواقي قسمة 853 على الأعداد الأولية الأصغر من 30 


n SES سك‎ a وق‎ E AA O EI EE 
S5 ELLIE E EGE ST -2 12 


نتيجة : كل الأعداد الأولية الأصغر من 30 لا تقسم 853 إذن : 853 أولي 


التمرية 4 
في كل حالة من الحالات التالية أذكر إذ كان العدد أوليا أم لا 
251 341 1023 
الحل — 4 
N251 = 15,84‏ 
n APSIS H T‏ 


S 3 21169 4‏ 
إذن : العدد 251 أولي 
V341 = 18.4‏ 
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n 95 3 HL 15147 


341 = ?[n] 


N 
° 
Q 


7 

5 
]341=0[1 إذن : 341 ليس أولي + 
31.98 = 1023 


دا 
دیا 


n ارد‎ 2 EJ ESE 1711943 
1023 = نتوقف| 0 | 1 | [م]”‎ : 


[0]3 = 1023 إذن : 1023 ليس أولي 
التمرين S—‏ 
تعرف على الأعداد الأولية من بين الأعداد التالية : 
937 , 3705 › 1933 34112 : 1549 < 4163 


الحل s=‏ 
(N3411=584 «< 0/1933 = 43,9 ٠ 1/1937 - 61‏ 39,35 - 0/1549 « 64,52 = 4163[ 
منه الجدول التالي : 
نتيجة : 4163 | 1549 | 3411 |.1933 | 937 | n‏ 
االأعداد الأولية هي : 1 1 1 1 1 2 
EE l 0 1 2 1549 , 1933 «< 7‏ 
1 ليس أولي لأنه مضاعف 3 sta a‏ عد | ا I‏ 
3 ليس أولي لأنه مضاعف 23 k š i š‏ 
5 ليس أولي لأنه مضاعف 5 5 EAE 9 S‏ 
EEE EE E‏ 
Ga ER EE 10000‏ 
EA a RD)‏ 
توقف | 12 LA EKS EE‏ 
30 1 31 
32 9 37 
6 41 
41 43 
التمرين ‏ 6 
n‏ عدد طبيعي أصغر من 150 لا يقبل القسمة على الأعداد الأولية الستة الأولى 
هل العدد n‏ أولي ؟ 
الحل = 6 


TEE 122 : بن‎ 1150-2 

الأعداد الأولية الأصغر من 12 هي }2;3;5;7;11{ 

بما أن n‏ لا يقبل القسمة على هذه الأعداد فإن. n‏ أولي . 

التمرين — 7 

برهن أن إذا كان n‏ عددا طبيعيا أوليا فإن (7 + (n‏ ليس أولي.. 

T= dat 

: ,فردي كمايلي‎ n عدد طبيعي أولي إذن : إه' 2 >2 أو‎ n 

الحالة الأولى : n=2‏ إذن : n+7=9‏ منه (n+7)‏ ليس أولي . 
الحالة الثانية : n‏ فردي إذن : 1 +21 >5 منه n+7=2k+1+7‏ حيث k + IN*‏ 
أي : n+7=2(k+4)‏ 
منه : 2 يقسم (۸+7) 
إذن : (8+7) ليس أولي - 
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تارق دع 
n‏ عدد طبيعي أولي أكبر تماما من 3 
1 - برهن أن n‏ يكتب من الشكل 1+ 3K‏ أو 12-1 3 مع keIN*‏ 
2 هل العكس صحيح ؟ 
Jal‏ — 8 
n 1‏ عدد طبيعي أولي و n>3‏ إذن : n‏ لا يقبل: القسمة على 3 
منه : إما n=1[3]‏ أو n=2[3]‏ 
أي : إما 1+1 3-ه أو n=3k+2‏ حيث keIN*‏ 
إذا كان n=3k+2‏ فإن n=3k+2-3+3‏ 
أي n=3(k+1)-1‏ 
أي n=3k'-1‏ حيث k'=k+1‏ 
خلاصة LJ:‏ 1+1 3 >5 أو 1-1 3>م 
2 - العكس ليس صحيح J'u.‏ : 1+ (22-3)7 لكن 22 ليس أولي . 
kod 32 o 32=301)-1‏ 
التمرين — 9 
ليكن n‏ عدد طبيعي أولي أكبر تماما من 6 
1 - برهن أن n‏ يكتب على أحد الأشكال التالية : 1 + ع1 5-12 n=12k+5 j‏ | 
أو 1-5 12-ه أو n=12k-1‏ حيث keIN‏ 
2 ليكن 52+11 = ص . باستعمال البرهان بفصل الحالات عين باقي قسمة م على 24 
الحل ‏ 9 
n 1‏ أولي إذن :. n‏ لا يقبل القسمة على 12 منه n‏ يكتب على أحد الأشكال التالية : 
n=12k+1‏ 
n=12k+2‏ أي n=2(6k+1)‏ مرفوض n OV‏ لا يقبل تحليل 
n=12k+3‏ أي n=3(4k+1)‏ مرفوض n OV‏ لا يقبل تحليل 
4 +121 >5 أي n=4(3k+1)‏ مرفوض n OV‏ لا يقبل تحليل 
n=12k+5‏ 
n=12k+6‏ أي n=6(2k+1)‏ مرفوض لأن n‏ لا يقبل تحليل 
n=12k+7‏ أي 5 n=12(k+1)‏ أي n=12k'-5‏ حيث k'=k+1‏ 
n=12k+8‏ أي n=43k+2)‏ مرفوض n OV‏ ل يقبل تحليل 
n=12k+9‏ أي n=3(4k+3)‏ مرفوض لأن n‏ لا یقبل تحليل 
n=12k+10‏ أي n=2(6k+5)‏ مرفوض n ¿N‏ لا يقبل تحليل 
n=12k+11‏ أي n=12(k+1)-1‏ أي n=12k'-1‏ حيث k'=k+1‏ 
نتيجة : n‏ يكتب على أحد الأشكال التالية : n=12k+1‏ ؛ I t n=12k-5 + n=12k+5‏ 
n=12k-1‏ حيث k e IN‏ 
2 لندرس الحالات الأربعة الممكنة للعدد الأولي n‏ كمايلي : 
الحالة الأولى : 1 +1 12 -ه إذن : 1 + 24 + ) 144 = m‏ 
منه : 12+ p =n + 11- 144 kK +24 k‏ 
k? = 0]24[‏ 144 
k = 0]24[ td‏ 24 
]12[24 = 12 
منه : ]12[24 = 12 + K? + 24 k‏ 144 
p=12[24] : cà‏ 
الحالة الثانية : n=12k+5‏ منه n2=144k2+120k+25‏ 
إذن : 36 + 120k‏ +12 144 = م 
منه : [36]24 = p‏ 
أي p=12[24]‏ 
الحالة الثالثة : n=12k-5‏ منه 25+ n” = 144 k”-120)‏ 


سلسلة هباج 


p= 144 12- 1201+ 36 : o 
p= 36]24[ : منه‎ 
أي [12]24 = م‎ 
n” = 144 12-24 1+1 : إذن‎ n=12k-1 : الحالة الرابعة‎ 

p=144k2-24k+12 : منة‎ 
p=12[24] : إذن‎ 

نتيجة : من أجل كل قيمة للعدد الأولي n‏ فإن باقي قسمة م على 24 هو 12 

10- j 

3 عدد طبيعي اولي أكبر تماما من‎ n 

1- برهن أن 82-1 يوائق 0 أو 1 wá‏ 3 

2 إستنتج أن إذا كان العدد 1 - 2 8 أولي فإن العدد 2+1 8 ليس أولي . 
"= ب 10 0 ú TNR‏ [1]3 دم 
n 1‏ عدد أولي إذن : لا قبل القسمة على 3 منه أو n=2D]‏ 

8n=8[3] 1 7 
٠ج إذن‎ 
8n 4163] WJ ° 
8n=2[3] إما‎ 
8n =1[3] أو‎ 

8n-1=1D] 7 11 

8n-150[3] أو‎ 

2- حسب السؤال (1) فإن إذاكان 82-1 أولي فإن [1]3 = ٠-1‏ 8 (لا يقبل القسمة على G‏ 
< [2]3 +221 +82-1 
أي 8n+1=0[3]‏ 
إذن : 1+ ١‏ 8 ليس أولي لأنه يقبل .القسمة على 3 

التمرين — 11 

ليكن p‏ عدد طبيعي أولي أكبر من أو يساوي 5 

برهن أن إذا كان 2 + م عدد أولي فإن 1 + م يقبل القسمة على 6 

الحل - 11 jay‏ القسمة على 2 


Pl: 3 p>5 Í 
3 لا يقبل القسمة على‎ n, م أولي و م إذن‎ 
6 مناد م لايقبل القسمة على‎ 


U‏ 1 +61 -م 
أو p=6k+5‏ 


p+2=6k+3 9 j 


p+2=6k+7 أو‎ 


U j‏ (1 +2-3)21+م مرفوض لأن p+2‏ أولي 
أو p+2=6k'+1‏ حيث k'=k+1]‏ 
نتيجة : إذا كان 0 ولي a‏ 2261+1+م 

2 اولي ا p+1=6k‏ 

منه : p+]‏ يقبل القسمة على 6 

التمرين ‏ 12 
n‏ عدد طبيعي أولي أكبر من أو يساوي 3 
برهن أن 52-1 يقبل القسة على 8 
کل 12 
لندرس حسب تيم العدد الطبيعي n‏ بواقي قسمة العدد 7-1" على 8 كمايلي : 


169 


سلسلة هباج 


n=?[8] TAa 
RS OTE OR A 
EL ONE I 0 EID 

نتيجة : إذا كان n‏ فردي فإن on-l‏ يقبل القسمة على 8 


بما أن n‏ أولي و n23‏ فإن n‏ فرذي إذن : 52-1 يقبل القسمة على 8 
التمرين — 13 
n‏ عدد طبيعي n25 ¿ss‏ 
1 برهن أن أحد من الأعداء التالية : n+l‏ ؛ 8+3 ؛ n+15 + n+13 + n+9 + n+7‏ 


يقبل القسمة على 5 
2 هل توجد قيم ل n‏ حتى تكون كل الأعداد المقترحة أولية ؟ 
Jaj‏ — 13 
n — 1‏ عدد طبيعي و n25‏ إذن : ١‏ إما n+15=0[5] << n=0[5]‏ 
أو n=1[5]‏ منه [0]5 = 9+ م 
أو n=2[5]‏ منه n+3=0[5]‏ و n+i3=0[5]‏ 
أو n=3[5]‏ منه [0]5 2 2+7 


n+1=0[5] منه‎ n=4[5] أو‎ 

2 - لا توجد أي قيمة ل n‏ تجعل كل الأعداد المقترحة أولية لأن من أجل كل قيمة للعذد الطبيعي n‏ 
فإن أحد هذه الأعداد يقبل القسمة على 5 فإذن ليس أولي . 

التمرين ‏ 14 
n‏ عدد طبيعي . نضع 2+ "3+ 2م - ع 
هل توجد قيم للعدد الطبيعي r‏ حتى يكون a‏ أولي ؟ 
الحل -14 
hay‏ أن : (2 +1()8 +ه) - 2+ م 3+ n‏ 
إذن : العدد a‏ يقبل دائما تحليلا من الشكل (2 + 1()١‏ +8) >2 

1 -1+ه و 8+2 Aj‏ 
منه : يكون a‏ أولي إذا و فقط إذا كان h‏ 
1 -2+2 و n+l‏ أولي 

5 اكد و 2 أولي 

n=-1‏ و 0 أولي مرفوض 
نتيجة : توجد قيمة وحيدة ل n‏ تجعل a ad‏ أولي و هي 2-0 منه a=2‏ 
8 
برهن أن من أجل كل عدد ¿ib‏ « العدد 15 + ١‏ 8 + ”م ليس أولي . 
الحل ‏ 15 
ليكن n‏ عدد طبيعي . (5 + 3()8 + ۸) = 15 + م 8 + ”م 
بما أن n+5>1‏ و n+3>1‏ فإن العدد 15 +2 8:+22 ليس أولي لأنه 
يقبل تحليل على الأقل من الشكل (5 + 3()8 + ۸) 
التمرين ‏ 16 
n‏ عدد طبيعي غير معدوم . نضغ n!=1x2x3x.....x n‏ 
ليكن b‏ عدد طبيعي حيث 2007 > >2 . نضع a=2007!+b‏ 
1 - برهن أن العدد a‏ ليمرء أولي . 
2 إستنتج قائمة ل 2.006 عددا طبيعيا متتابعا ليس أوليا 
الحل ‏ 16 < 
2007!=1x2x....xbx...x2007 1‏ لأن 2<b<2007‏ 


إذن يقم 20071 مه ئ545 90071 
bosib‏ أي b‏ يقسم a‏ 
مته 4 ليس أولي 


== s 
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2 من أجل القيم 2 + 3 ¿ 4 © ...2007 للعدد b‏ نحصل على القائمة التالية z‏ 
2+ !2007 + 20071+3 + 4 +!2007 + ..... 2007 + !2007 و هي قائمة من 2006 عدد طبيعي 
متتابع ليس أولي . 
التمرين ‏ 17 
1 تحقق أن العدد 173 أبلي . 
2 عين كل الثنائيات (x;y)‏ من الأعداد الطبيعية حيث 3 - x-y‏ 
p — 3‏ عدد طبيعي اولي فردي . عين كل الثنائيات (x;y)‏ من الأعداد الطبيعية حيث x-y = p‏ 
الكل ے17 
N1733 = 131521‏ 
A EEE‏ ف کد n "a,‏ 
173=?n]| 1| 23| 5| 8|4‏ 
نتيجة : 173 لا يقبل أي قاسم أولي أصغر من 3 إذن : 173 glas‏ 
x-y = 173 2‏ یکافئ 173- ( + -yx‏ 
1= ر-× لأن التحليل الوحيد الممكن للعدد 
x+y=173‏ 173 هو x=y<x+y 5 1x173‏ 
SITA loas‏ 2 
y=-‏ 
x=87. PERA‏ 
E‏ 2 
الاب p‏ أولي إذنٍ ua‏ ركيد الك p=lxp x p Sk‏ 
منه : atü x-y =p‏ م > (ر +06( - 2) 
sy = ll sss‏ 
د x+y=‏ 


2K ای‎ 
y=x-1 


p) ×=‏ فردي إنن 8+1 زوجي) 


y= لخم‎ 


¿aus 


إذن : الثنائية الوحيدة التي تحقق x -y =p‏ هي .له (Psl;‏ 
حذار das!‏ عن الأعداد y s x‏ في IN‏ فقط . 

18  نيرمتلا‎ 

b‏ عدد طبيعي 

1 أنشر الجداء (1 + ط + ”ط)1 + -2ط) 

2 - ليكن a‏ عدد صحيح . هل يمكن أن يكون العدد: 1 + #+ “د أولي ؟ 

الكل 18 

-b+ Ib? +b + = b* +b + b2 - b3 — b2 b + b2 + b+ 1 —1 

= brt 
(a+ +atl) يحلل إلى‎ afta? +1 حسب السؤال (1) فإن العدد‎ — 2 
: يكون 1 + ”ه +84 أولي في إحدى الحالتين التاليتين فقط‎ : OM 


2 
yá‏ ا 
الحالة الأولى : 
Ch z‏ أولي 


a -1=0 A 
1+و+تع أولي‎ 59 
8-1 أو‎ a a 


a +a+1‏ أولى 
Mi‏ 


£ 0 >2 و 1 أولي مرفوض 
أي ip‏ 
1-1 و (1+1+1) أولي (محقق) 
الحالة arta+i=1], am‏ 
a -a+1J‏ أولي 
a +a=0 Í‏ 
a2-a+1J 3‏ أولي 
أي a=0]‏ أو a=-1‏ 
a+ 1[‏ --ه أولى 
° 4-0 و 1 أولي مرفوض 
أي أو 
1--8 و (1+1+1) أولي (محقق) 
نتيجة : يكون العدد 1 + ”ج + “ج أوليا إذا و فقط إذا كان a=-1 jas]‏ 
التمرين ‏ 19 
عين كل القواسم الموجبة للأعداد التالية : 
360 400 1980 121 
Ja‏ — 19 
2 | 360 2| 400 2 | 1980 1211 
2 | 180 2 | 200 2 | 990 11| 11 
2 |90 2 | 100 3 | 495 1 
45]5 50|2 3| 165 
93 25:15 ازز 
TEIA SFS 3|3‏ 


من : 5 × 32 231 3602 ١‏ إذن + عدد قواسم 360 هو 1(=24 + 1()1 + 1()2+ 3) 


1 1 


5 × “2= 400 إذن : عدد قواسم 400 هو 4+1()2+1(=15) 


x 32 5 x 11‏ 2= 980! إذن : عدد قواسم 1980 هو 36 =(1 + 1()1 + 1()1 + 1()2+ 2) 


121-1 إذن : عدد قواسم 121 هو 2+1(=3) 


تعيين قواسم 360 


وام 


سلسلة هباج 


1-2 eg EEN 1+3 

OPA ل ص م ب‎ A 
SISA [251175315 RSI SES 51 1د ةو‎ 

منه قواسم 360 هي : :43 :12:60:36:180:8 :20 :4: 90 : 18: 6:30 2:10 :45 :9 : 15 1513 1) 

24 ; 120 ; 72 ; 360} 1 

ملاحظة : للحصول على القواسم نقوم بالصعود من أوراق الشجرة المرسومة إلى الجذر A‏ و الك بإجراء عملية الجداء 

تعيين قواسم 400 A‏ 


1 8 4 8 16 


T C TS a — 
ES 251 3 ST SF SSS s >s 
{1;5;25;2;10;4;50;20; 100; 8; 40; 200 ; 16: 80; 400} : منه قواسم 400 هي‎ 
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تعيين قواسم 1980 À‏ 


15 
منه قواسم 1980 هي : ;90 ; 330;18 ;30; 110:26 :2: 495 : 45 : 9: 165 : 15:33 : 
}99 ; 66 ; 1980 ; 22 ; 10 ; 396 ; 180 ; 36 ; 660 : 132 ; 60 ; 12 ; 220 ; 44 ; 20 : 4 ; 990 ;198 


تعيين قواسم 121 
1 
إذن : قواسم 121 هي }1;11;121{ 
التمرين ‏ 20 
ليكن العددين : 7211 ا5 »235 دج + 23324711 2ط 
برر أن العدد a‏ يقبل القسمة على b‏ ثم عين حاصل هذه القسمة . 
الحل -20 


كل العوامل الأولية التي تظهر في تحليل b‏ تظهر أيضا في تخليل a‏ و أسس كل هذه العوامل؛ أكبر منها في تحليل a‏ 
عن تحليل b‏ إذن : العدد a‏ يقبل القسمة على العدد b‏ و حاصل هذه القسمة هو كمايلي : 
x» 7 x 11 =2 x32x 7 11( x 33 × 7 × 5)‏ 5 3504 »24 دج 
bx 2 x3 × 7× 5)‏ = 
إذن : 5 ×7× 3 × 2= ماله 


التمرين ‏ 21 
ما هي قواسم مربع عدد طبيعي أولي . 
الحل- 21 
n‏ عدد طبيعي أولي . 

{1;n;n?} يقبل ثلاث قواسم _ هي‎ n? 
= H 


1 حلل العدد 625 إلى جداء عوامل أولية jien GAA dician‏ 
¿e 2‏ كل الثنائيات (x;y)‏ من الأعداد الطبيعية التي تحقق 625 = ر × 
= — 22 


25 و 6255 امم )725 :125 ;12525 


(x-y)(x+y)=625 ته تكافئ‎ - y2=625 — 2 


x+y=625 و‎ x-y=1 
عم أو‎ 

2515-7-5 

REI 2-06 
أو‎ as 

y=x-l و‎ | 


y=312 بو‎ x=313 
تكافئ أو‎ 


y gy x=65 


قلط د ii iss‏ ج 2 ا 


سلسلة هباج 
نتيجة : الثنائيات المطلوبة هي, ((312: 313( : )60 ; 65({ 


ملاحظة : لا يمكن للعدد x-y‏ أن يكون أكبر من العدد X-+y‏ لأن X‏ و y‏ عددين طبيعدين 
لذلك U‏ 1= ر- × أو x-y=5‏ 
- التمرين ‏ 23 
1 حلل العدد. 725 إلى جداء عوامل أولية . 
2 — عين كل الثنائيات (X;y)‏ من الأعداد الطبيعية حيث 725 = ”ر - × 
الحل ‏ 23 
1+ 5| 725 
5 |145 
9 | 29 
1 
2 725 = ”ر × (x-y)(X+y)=725 ¿àG‏ 
x+y=725 s xy =1‏ 
1 أو 
x=y=5 5‏ و x+y=145‏ 
أو 
x—y=25‏ و x+ y=29‏ 
y=k- 1 s .2x=726‏ 
أو 
iSi‏ + 150 >2 و y=x=—5‏ 
8 
2x=54‏ و y=x-25‏ 
SOE KS‏ 


3-70 و‎ x=75 1 <S 


JED FARE 


نتيجة : الثنائيات هي ((2 : 27) : (70 : 75( ; )362 ; 363({ 
التمرين —24 
ليكن a‏ عدد طبيعي . برهن أن إذا كان 2 قاسما للعدد 82 فإن 2 يقسم العدد a‏ 
Jal‏ — 24 
لدينا : a@=axa‏ 
إذن : إذا كان 2 يقسم 22 غإن إما 2 يقسم a‏ أو 2 يقسم a‏ (لأن 2 أولي) 
أي : 2 يقسم a‏ 
التمرين ‏ 25 
م عدد طبيعي أولي و a‏ عدد طبيعي . 
برهن أن إذا كان م يقسم a’‏ فإن م يقسم a‏ 
الحيل- 25 
م يقسم p oa‏ يقسم axa‏ 
إذن : p‏ يقسم a‏ أو م يقسم a‏ (لأن م أولي) 
منه p‏ يقسم a‏ 
التمرين — 26 
1 - كيف يمكن معرفة أن عددا طبيعيا N‏ هو مربع تام من خلال تحليله إلى جداء عوامل أواية ؟ 
2 عين أصغر عدد طبيعي غير معدوم n‏ حتى يكون العدد 2 240 مربعا تاما . 
3 — أوجد عددا طبيعيا مكونا من أربعة أرقام حيث رقمه الأخير (رقم الآلاف) 9 و هو مربع تام و يقبل القسمة على 147 
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سلسلة هباج 


الحل = 26 


1 يكون عدد طبيعي N‏ مربع تام إذا و فقط إذا كانت كل الأسس الظاهرة في تحليله إلى عوامل أولية هي أعداد زوجية . 


x5 xn —2‏ 63 24 -ج 240 
إذن.: يكفي أن يكون 5 2-3 حتى يكون 2401 مربع تاما 
n=]5 <‏ 
3 ليكن N‏ العدد المطلوب . 
لدينا : 7 × 3- 147 
o N=0[147]‏ : م147 دير 
أي : neN a N23 K7 XT‏ 
لكن N‏ مربع تام إذن 8-312 حيث KeN‏ 
من : xP xk‏ 3 2 - هر 
أي 9 ke N ¿= N= G x 7x‏ 
Uus‏ 94,3 > 9000[ و 98,9 > 0/9999 
إذن : يكفي أن نأخذ 98> ) ×7 << 3 > 94 
E š‏ 94 ; 
أي 8 >2 21 > 94 منه k <4,6 2 a n‏ <44 
منه : لا aagi‏ أي قيمة ل k‏ تجعل 98 >1 21> 94 
نتيجة : لا يوجد أي عدد طبيني N‏ مكون من 4 أرقام حيث رقمه الأخيرالآلا ف هو 9 و N‏ يقبل القسمة على 147 
التمرين ‏ 27 
1 حلل العدد 4312 = ۾ إلى جداء عوامل أولية . 
2 عين أصغر عدد طبيعي n‏ حيث an‏ يكون مربع تام 
3 — عين أصغر عدد طبيعي م حيث ap‏ يكون مضاعف للعدد 1000 
الحل —27 
اف 


إذن 11:1 × 7 ×2 4312 


° 
= 
° 
ده ده ده ي ي 


2 أصغر عدد طبيعي an č». n‏ مربع تام هو 22 > 11 × 2= ۸" 


2 | 1000 
3 نحلل العدد 1000 كمابلي : 2 | 500 
إذن : 5 × 2= 1000 2 | 250 
إذن : أصغر عدد طبيعي p‏ حتى يكون ap‏ 12545 
مضاعف 1000 هو 125 = 5= م 255 
التمرين ‏ 28 55 
Ja - 1‏ العدد 4032 إلى جداء عوامل أولية . ا 
2 عين العدد الطبيعي n‏ حتى يكون : 4032 > )1+ n(n‏ 
"= — 28 2 | 4032 
2i‏ 2 | 2016 
2 | 1008 
2 | 504 
2 | 252 
x 32 x 7‏ 2° = 4032 2 | 126 
3| 63 
2003 
77 


1 
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2 - إذا وجد عدد طبيعي n‏ حيث oë n(n+1)=4032‏ كل من sn‏ 2+1 هما قاسمين للعدد 4032 إذن : يكفي أن 


تبحث oe‏ قاسم اعدد 4032 
منه : 8-63 أي : 4032 


طريقة أخرى : نحل في N‏ المعادلة .4032 =(1 + n(n‏ 


ع EE‏ 
إذن : إما 64 ت =" مرفوض لأنه لا ينتمي إلى N‏ 
أو 63- 127 لح =م مقبول 
نتيجة : 63 =۸" 2 
التمرين ‏ 29 
¿e 1‏ )128 ; 230)سعمم 
2 عين )18 ; 15 ppem(-‏ 
aa‏ 29 
wm‏ 2 | 128 2 |230 
6412 5 |115 
22 23 | 23 
2 |16 1 
١ 8|2‏ 
4|2 34 
202 
1 - 
230=2x 5x23 128 =2‏ 
نتيجة : 3 ppem(128 ; 230) =?" x 5 x‏ 
ppem(- 15 ; 18) = ppem(15 ; 18) =2‏ 


3 15-05 


ppem(15 ; 18) = 3 x 25-90 : cù 
; 18) = 0 


عين العدد الطبيعي غير المعد.م a‏ حيث 630 = (2 ; ppem(18‏ 


30 — =" 


630=2x32x5x7 : إذن‎ 


2 
ne{0;1} a=2"x3Px5x7 : e 18) = 630 
sa aro, إذن حيث‎ ppem(a ; 18) = 
2 2: 
56 yu تي ل و‎ 
اا‎ IEE 
1 اد‎ 2-60 15 


EGS 2393 3520 35225 356 718557 ية‎ 


التمرين - 31 


35 عدد طبيعي . يوافق 3 بترديد 28 و بتردید‎ n 


سلسلة هباج 
ثم البحث عن قاسمين متتاليين ta s (m+ s n)‏ 26 و 3×7 أي 64 3 63 
63x64=‏ 


n +n-4032=0 أي‎ 


18=2x 


ppem(- 15 


630 
313 
105 
35 
7 


انم اننا دنا ہے ی 
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1 برهن أن 82-3 مضاعف مشترك للعددين 35 و 28 
2 ما هي أصغر قيمة للعدد n‏ = 
"= - 31 


دف 1 8531551 .22 a OSP‏ 
[3]28 2م ` n—3=0[28]‏ 
أي si)‏ مضاف 3 35 
2-3 مضاعف ل 28 
إذن : 2-3 مضاعف مشترك للعددين 35 و 28 
2 يكون n‏ أصغر ما يمكن إذا و فقط إذا كان 3 -2 هو المضاعف المشترك الأضغر للغادين 35 و 28 
s‏ إذن : 140 = 4 ppem(35 ; 28)=7 x 5 x‏ 
28=7x4‏ منه : n—3=140‏ 
إذن : n=143‏ 
التمرين ‏ 32 
عين أصغر عدد طبيعي غير عدوم n‏ حيث باقي 48 n‏ على كل من العددين 52 و 4 هو 7 
الحل — 32 
[7]52 عه ن. , | n-7=0[52]‏ 
n—7=0[64] ` n=7[64]‏ 
إذن : (n-7)‏ مضاعف مشترك opal‏ 52 و 64 
نتيجة : يكون n‏ أصغر ما يمكن إذا و فقط إذا كان 7 -2 = (64 ; ppem(52‏ 


ppem(52 ; 64) = 25 x 13 = 832 : ù 


n-7=832 : نه‎ 

n=839 : أي‎ 

التمرين —33 

ppcem(n ; 2 n + 1) عدد طبيعي غير معدوم . أحسب‎ n 

33 — =" 

(e;B)=(1;-2) إذن : توجد ثنائية من الأعداد الصحيحة‎ )2 n+1)-2()=1 
u2 n1 +1( + تحقق 1= ¬ م‎ 

منه حسب مبرهنة بيزو فإن ااعددين n‏ و 1+ 21 أوليان فيما بينهما . 
نتيجة : (1 + 2( = )1 + ppem(n ; 2 n‏ 

34  نيرمتلا‎ 

ppem(2n+2;4n+2) çaj. agia عدد طبيعي غير‎ n 

£ 34 — =" 

ppem(2n + 2 ; 4 n + 2) =2 xppem(n + 1;2 n +1)‏ 
لكن 21+1 و n+l‏ أوليان فيما بينهما 2m+1)-(2n+1)=1 ¿V‏ 
منه ppem(n+1;2n+1)=(n+1)X(2n+1)‏ 
نت D:‏ لمر م ا ر 
التمرين — 35 

n‏ عدد طبيعي غير معدوم 

نضع (1- ”1()7- "02 -ه ؛ (1+"1(07 +65 <ط 

ppem(a ; b) jz 

. 35- =n 

a= 325 - 1025 -1( = )3"- DG" + 1)7" - 1)(7"+ 1) 
a=əx(3"-1)(7"-1) : إذن‎ 

b مضاعف‎ a : أي‎ 
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ppem(a;b)=a : إذن‎ 
26 5 کنر ین‎ 
3 عدد طبيعي أكبر تماما من‎ n 
b=(3n°+3n-18)\(n°-n-6) + a=(6n°-24)(n°-9) نضع‎ 
ppem(a ; b) = (n° - 4)(n? - 9) x ppem(6 ; 3( : برهن أن‎ 
1 36 — =" 
a= (6 n° - 24)(n° - 9) = 6m? - 4)(n? - 9) 
3n” +3 -م‎ 18 - 3(n-2)(n +3) 
n” -n-6= (n+ 2)(n -3) 
b= 3(n- 2)(n + 5)(n + 2)(n - 3) ; إن‎ 
b = 3(n? - 4)(n? - 9) أي‎ 
ppem(a ; b) = ppem(6(n? _ 4)\(n? EA 10 -9(( : منه‎ 
= (n? - 4)(n? - 9) x ppem(6 ; 3; 
37— التمرين‎ 
b و‎ a هو القاسم المشترك الأكبر للعددين‎ d 
ab و‎ a? ما هو المضاعف المشترك الأصغر للعددين‎ 
37 = الحل‎ 
ppem(a2 ; a b) = a x ppem(a ; b) 


= (ae ob 
l qu 
38— التمرين‎ 
a دن الأعداد الطبيعية التي تحقق الجملة‎ (a; b) عين كل الثنائيات‎ 
ppem(a ; b) = 40 38 — n 
40 - 2325 : 40 لنبحث عن قواسم‎ 
. (1;5;2;10;4;20;8;40) إذن : قواسم 40 هي‎ 
11 : 5 : 2 : 10 : 4 : 20 : 8 : 40( ينتميان إلى المجموعة‎ b منه : 2 و‎ 
(b=20 و‎ a=40) أو‎ (b=40 و‎ 2> 20( U: إذن‎ 
{(20 ; 40( : )40 : 20(( نتيجة : الثنائيات المطلوبة هي‎ 
39— التمرين‎ 
: الأعداد الطبيعية التي تحقق العلاقة‎ ن٠‎ (a;b) 'عين كل الثنائيات‎ 
ppem(a ; b) = 21 x pgcd(a ; b) 
39 — =" 
e= 0008م‎ : b) لیکن‎ 
e ع‎ wie] a 
pgcd(x ;y)=1 س حيث‎ 
ppem(a ; b) = pper.i(o x ; @ y) : إذن‎ 
= ox ppem(x ; y) 
. أوليان فيما بينهما‎ y ر × »= لأن × .وا‎ 
pged(x;y)=1 و‎ xy=21 و فقط إذا كان‎ 13 ppem(a;b)=21 × pged(a; b) نتيجة : يكون‎ 
C ype{(121); 1; 1); 6; 7:7:3} منه‎ 
(a;b) e{(a;21 a); (21 a; o); (3 4;7 0) : )7 0:3 0(( أي‎ 
40  نيرمتلا‎ 
ppem(a ; b) - pged(a ; b) = 187 الأعداد الطبيعية التي تحقق‎ o. (a;b) عين كل الثنائيات‎ 
40  لحلا‎ 
لیکن مي و إذن : × و ر أوليان فيما بينهما‎ 
ppom(x;y)=xy _ أي‎ P= Y x pecd(a: b) 
xy x pecd(a ; b) — pgcd(a ; b) = 187 يكافئ‎ ppcm(a ; b) — pgcd(a ; b) = 7 


سلسلة هباج 


سلسلة هباج 


pged(a ; b)[xy -1]= 187 : إذن‎ 
187 قاسم للعدد‎ pged(a; b) : منه‎ 
pgcd(a; b) < {1;11 ; 17; 187} : أي‎ 
: إذن : نميز الحالات التالية‎ 
xy-1=187 : 3 pgcd(a;b)=1 : أولا‎ 
xy=188 : منه‎ 
188 = 2 x 47 e 
(x;y) e{(1 ; 188) ; (4; 47) ; (188 ; 1); (47;4)} : 
(a;b) e{(1 ; 188) ; (4 ; 47) ; (188 ; 1) ; (47; 4)} : 
xy-1=17 : 3 pged(a ; Da : ثانيا‎ 
xy=18 : مته‎ 
1829 
(x;y) ((1:18(:)2:9(:)9:2(:)18:1))؟‎ : 
(a;b)e((11;198);(22;99);(99;22);(198;11) : 
xy-1=11 : إذن‎ pged(a; ai : ú 
xy=12 : منة‎ 
12-2143 : لدينا‎ 
(x;y) <{(1; 12); (4;3); 3:4); (12; 1(3 : إذن‎ 
(@ ; b) e((17;204);(68;51);(51;68):(04;17) أي‎ 
xy-1=1 : إذن‎ pgcd(a;b)= 187 : رابعا‎ 
Xy 2 : ملة‎ 
(k;y)e((1;2); 2 ;1)) : إذن‎ 
(a ; b) e{(187 ; 374) ; (374 ; 187)} : منه‎ 
{(17 ; 204) ; )68 : 51) : (51 ; 68) ; (204 ; 17) : (11 ; 198( : خلاصة : الثنائيات المطلوبة هي‎ 
(22 ; 99) ; (99 ; 22) ; (198 ; 11) ; (1 ; 188) ; (4 ; 47) ; (188 ; 1) ; (47 : 4) ; (187 ; 374) ; (374 ; 187)} 
ن-41‎ 
ppem(a ; b) = pgced(a ; b) من الأعداد الطبيعية التي تحقق‎ (a; b) عين كل الثنائيات‎ 
41 س‎ j=" 
pgcd(a ; b) = o oS 
ppem(x ; y)=xy : إذن‎ tsay نضع × »=4 و‎ 
ppem(oa x;y) - ب‎ ¿S ppem(é : b) = pged(a ; b) : منه‎ 
x PPCI(X ; J) = 9 “¿S 
axy=a ¿S 
xy=1 ¿S 
x=y=1  ئفاكي‎ 
۾‎ © IN* حيث‎ ((a;a)) نتيجة : الثنائيات المطلوبة هي‎ 
42 — التمرين‎ 
RE ppem(e ; b) + 11 pgcd(a ; b) = 20 من الأعداد الطبيعية التي تحقق‎ (a;b) عين كل الثنائيات‎ 
42— الحل‎ 
G =pgcd(a; b) لیکن‎ 
ppem(a; b) = ppem(a x; y) > بن‎ xy : ol bay نضع 9 -8 و‎ 
منه : الشرط (1) يكافئ 20 >0 11+ ل×‎ 
11» =20-»× ر‎ S 


يما Jë = J‏ 20 > ترعد» - 20 >0 إذن : 20> 0>11 


2-1 :Ə #0 لكن‎ 
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نه : 20-37-11 

أي د Xy=9‏ 
@;y)e((1;9);(9;1); <‏ 
أي : الثنائيات المطلوبة هي : (a;b)e((1;9);(9;1))‏ 
الت -43 
عين كل الثنائيات (a;b)‏ من الأعداد الطبيعية التي تحقق الشرط 
ppem(a ; b) - 9 pgcd(a ; b) = 3‏ )1( مع azb‏ 
الحل — 43 
a =pgcd(a; b) ¿S‏ 
نضع b=ay sa=ax‏ 
إذن : p.cm(a;b)=e%xy‏ حيث x‏ و y‏ أوليان فيما بينهما 
منه الشرط )1( يكافئن 13 - ين 03-9 

يكافئن 13 -(0)23-9 


xy-9=13 s a=1 1 كاف:‎ 
as) 
xy-9=1 و‎ a=13” 


xy=22 و‎ a=1 0 ER 
xy=10 s &=13 
@;y)e((1;22); G; 1D;0(1;2);(2;1) s a=1 0 يكافئ‎ 
@;y)e((1;10(2;55;2)(10;1)) S= 13 
mR يكافئ السام‎ 
(a; b) e{(13 ; 130)(26 ; 65()65 ; 26)(130 ; 13)} أو‎ 
azb لان‎ (a;b) »))11:2(: )22:1( : )65,:26( ; )130 ; 13)} يكافئ‎ 


التمرين ‏ 44 
عين كل الثنائيات (a;b)‏ بن الأعداد الطبيعية التي تحقق الشرط : pgcd(a;b)=7‏ و 84 = ppem(a ;b)‏ 
الحل 44 
ليكن ×7=ه و b=7y‏ حيث, × و y‏ أوليان فيما.بينهما.. 
إذن : ppem(a ;ۆb) > 7 x y‏ 
نتيجة : 84 = ر×7 يكافئن xy=12‏ 
G@;y)e((1;12);(G;4);(4;3);02;1)y ` aS‏ 
منه الثنائيات المطلوبة هي : ((7: 84( ; )21 ; 28( (a;b)e((7;84);(21;28);‏ 
التمرين ‏ 45 
n‏ عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 6 
نضع b=n-5 + a=3n+2‏ 
1 أحسب a-3b‏ 
2 إستنتج أن pged(a ; b) e{1;17}‏ 
3 عين قيم n‏ التي يكون من أجلها 17 > (8 : ppem(a ; b) > 150 j pged(a‏ 
الحل = 45 
a-3b=3n+2-3(n-—5)=3n+2-3n+15=17 - 1‏ 
2 لیکن »= pgcd(a ;b)‏ 


alz أي‎ tla-3b: س منه‎ E 
e lp 
pgcd a; b) ٤)1; 17 : نتيجة‎ 
psed(a; b)=17 ليكن‎ 3 
. أوليان فيما بينهما‎ y و‎ x و :8-173 حيث‎ 2-171 pa 
ppem(a ;b) = 17 xy : إذن‎ 


سلسلة هباج 


لدينا ppcm(a;b)<150‏ إذن : 150 > اع 17 

xy: 6(1 2239547567778 ass 

TEE و‎ se DEDE DUC OOS DI? 35 ل ل‎ s os 

CCRC DEAT O I SS) 

ED EAT 17): (17; 34): 84:17: 07:50:51: 17); 07:68); (68; 1): (17; 85); + أي‎ 
كوم‎ ; 17; 102); (102; 1; G34;51); (51 34); (17; 119); (119; 17); 
(17 ; 136); (136 ; 17)} 

a=3b+17 أي‎ a—3b=17 لكن‎ 

منه الثنائيات المطلوبة هي ((17 : 68({ 


= £ 3 ñ= 66 <- 3n+2=68| | 

= 22 ial i 

aree "E e e 
2> 22 تحقق الشرط المطلوب و هي‎ n نتيجة : توجد قيمة وحيدة ل‎ 


46 — ij 

: أوليان فيما بينهما في كل من الحالات التالية‎ b و‎ a عدد طبيعي . أثبت أن العددين‎ n 
b=2n+1 + a=n -1 

b=3n+5 + a=2n+3 —2 


ا N‏ إذز : b-2a=2n+I1-2n=1‏ 
a : 2"‏ حلب Sl asa‏ العذدين ةو b‏ أوليان فيما بينهما . 
2b-3a=2(Gn+5)-3(Q +3) =6 n 10-6 n -9 =1, : OM O‏ 
منه : حسب بيزو فإن العددين a‏ و b‏ أوليان فيما بينهما . 


. عدد طبيعي‎ n 

pged(11 n+3;7n+2)=1 أثبت أن‎ - 1 
pgcd(n;n2+1)=1 اثبت.أن‎ 2 
47  لحلا‎ 

pgcd(lln+3:7n+2)=e@ ليكن‎ 1 


gemo) wF aA 


MOF 

©» 11) n +2) %|7n+2 
aliin +2)-701n+3) : منه‎ 
O n2] آي‎ 


منه : 1= 


التمرين ‏ 48 
n‏ عدد طبيعي غير معدوم . 
باستعمال مبرهنة بيزو برهن أن opal‏ 1 + م 4 +52 8-2 و b=n+2‏ أوليان فيما ينهما . 


سلسلة هباج 


الحل ‏ 48 
1 -(2 +م)م 1-2 جم 4 + ثم a-2nb=2‏ 
إذن :.حسب بيزو فإن a goad‏ و b‏ أوليان فيما بينهما + 


49  نيرمتلا‎ 

n‏ عدد طبيعي غير معدوم 

1 - تحقق أن : 1 + (م 2 + n(n‏ = ”)1+ ثم) 

2 إستنتج أن العددين 1+ n‏ و 2+“ أوليان فيما بينهما . 


الحل ‏ 49 
قم 1 + n(n + 2 n)‏ - 1 + ثم 2 + =n‏ 17+ ثم) 
2خشب السوال (n + 1= n(n +2 n) +1 TO‏ 
إذن : 1= (PF + 1)( + 1( n(n + 2 n)‏ 
منه : حسب مبرهنة بيزو فإن العددان 50+71 و 28 +54 أوايان فيما بينهما لأن توجد ثنائية 
(a; B)‏ من الأعداد الصحيحة تحقق. +2n)=1‏ "د)8 + (1 + alm?‏ 
وهي (2ه- :1+ ثم) > (ق8 (a;‏ 
التمرين ‏ 50 


. عدد طبيعي غير معدوم‎ n 
2)2 8+ 1(- 1 حلل العدد‎ 1 
n(2n+1) s (n+1) أوجد القاسم المشترك الأكبر للعددين‎ 2 


الحل ‏ 50 
n2n+1)-1=2 n? +n-1 zi‏ 
لنحلل كثير الحدود م ''متغير الحقيقي  ¿sa‏ 2-1 + 22 > (*)م 

A=1+8=9 
=t- 1 ١ قحل دم‎ = 
p0) = 2(x- 3)(x +1) : منه‎ 


2x +x-1=@x-D@+) gl 
(Q n-(n+1) يحلل إلى‎ n2n+1)-1 نتيجة : العدد‎ 
2)2 2+1(-1-)22-1()8+1( : )1( حسب السؤال‎ 2 
n(2n+1)-(2n-)(n+1)= : منه‎ 
و (2)23+1 أوليان فيما بينهدا‎ (n + 1( إذن : حسب بيزو فإن العددان‎ 
pecd(n2n +1); n1 +1)=1 : منه‎ 


التمرين 51 
باستعمال خوارزمية إقليدس عين ثنائية (x;y)‏ من Z?‏ تحقق 12x+35y=1‏ 
الحل — 51 


12| 35 11| 12 
ا ا 
لنكتب البواقي المتتالية في خورزمية إقليدس كمايلي : 
)3-1139-1290 
O) s E DID‏ 
بتعويض (1) في (2) نحدسل على : ]22 BS-‏ 12> 1 


1=12-35 +122) a 
1=12(3)-35 : أي‎ 

منه : يكفي أخذ x=3‏ و y=-1‏ حتى يكون 1 >1 12+35 

(@x;y)=(;-34) : أي‎ 

التمرين — 52 


باستعمال خزارزمية إقليدس عين ثنائية (x;y)‏ من Z?‏ حيث : )45 ; x + 45 y = pgcd(257‏ 257 
152 


ال 52 
لنبحث عن (45 ; pged(257‏ باستعمال خوارزمية إقليدس كمايلي : 
S2 SE USN TS‏ 6| 13 
mi2 26 |2 32 |! 225.5‏ 
B B3‏ ]6[ 
إذن : 45)=1; pgcd(257‏ 
لنكتب البو اقي المتسلسلة كمايلي : 
=s 1=13-60)‏ = 
hye 6=32- 13(2)‏ 
(45-32)1= 13 
)45(5 — 257 = 32 
نعوض (2) في )1( : ]9[82—43(25 2 2 
أي : )13(4 + (13-32)2 =1 
أي : )32(2 = )1=1365 a‏ 
نعوض (3) في )5( : )32(2 - ])32(1 — 5[45 = 1 
أي : )32(2 - )32(5 - )45(5 = 1 
أي : (32)7- (45)5= 1 IRE‏ 
نعوض (4) في )6( : [(45)5 - 7]257 -(45)5= 1 
أي : )4585+ (257)7- (45)5 = 1 
ا )45(40 + )7 )257 = 1 
إذن : يكفي أخذ (x;y)=(-7;40)‏ حيث 1= 453 +2571 
تحقيق : 1800 = 40 × 45 و 1799 =7 ×257 
1 = 1800+ 1799 - = )45(40 + )7(257 - 
التمرين ‏ 53 
1— عين )20 ; rged(168‏ 
2 هل المعادلة 168x+20y=6‏ تقبل حلا في Z?‏ 
3 هل المعادلة 4 - ر20 + × 168 تقبل حلا في Z?‏ 


53 = J 
pgcd(168;20)=4 : إذن‎ A 1 
- 4 
ar سم ا‎ 
4|168 x 468 
4|168 +ع‎ 201: < 
تناقض‎ de أي‎ 


إذن : لا يوجد أي ثنائية (x;y)‏ من ¿š Z?‏ 207-26 + 168 
33 20-4 +168 :كافئ 53-1 +ع 42 
إذن : المعادلة Ji‏ حل في 22 gadoy‏ 5 و 42 أوليان فيما بينهما 
فإذن حسب بيزو توجد «نائية | Z? oa (x;y)‏ تحقق 1= ر5 ++ 42 
التمرين — 54 
عين كل الثنائيات (a;b)‏ من الأعداد الصحيحة التي تحقق 5a=7b‏ 
J‏ = 54 
5a=7b‏ إذن : 7 يقسم Sa‏ 
لكن 7 أولي مع 5 إذن : حسب غوص فإن 7 يقسم a‏ 
منه : 2-71 حيث keZ‏ 


183 


سلسلة هباج 
sas: s‏ اكد 
7k‏ 


a=7k 
=S K 
= Ea 
keZ àa {(7k:5k)} الثنائيات المطلوبة هي‎ : 4 
ss i] 
55x=16y حلول المعادلة‎ Z? من‎ (x;y) عين كل الثنائيات‎ 
لحتل جد‎ 


)55 أولي مع‎ 16 ON) x إذن : 16 بقسم‎ 55x=16y 
keZ منه : 1 16 = × حيث‎ 
55)16 1-161 3 
3> 551 منه‎ 
keZ هي الثنائيات ((1 55 :12 16)) حيث‎ Z في‎ 55x=16y نتيجة : حلول المعادلة‎ 
56 — التمرين‎ 
E 21)» — 3) = 12(y + 4) من الأعداد الصحيحة التي تكون حلول للمعادلة‎ (x;y) عين كل الثنائيات‎ 
56  لحلا‎ 
Oaa 7)» -3)=4 +4) المعادلة )1( تكافئ‎ 
7 لان 4 اولي مع‎ G@ C 3) aA إذن‎ 
(A NG SPE a Op, kez حيث‎ x-3=4k < 
7)4 k)=4(y+4) : إذن المساواة )2( تصبح‎ 
7k=y+4 : أي‎ 
y=7k-4 0: منه‎ 
x=4k+3 من المساواة (») نستنتج أن‎ 
keZ هي الثنائيات ((4 -71 : 3 +41)) حيث‎ Z? نتيجة : حلول المعادلة )1( في‎ 


التمرين -57 
1-حل في Z‏ المعادلة 3x—I3y=1‏ 000 
2 إستنتج مجموعة الأعداد الصحيحة x‏ حيث ]1[13= 
"= — 57 


1 الثنائية )1-;4-( هي حل خاص للمعادلة لأن ‏ 12+13=1-=)1 -(13 -)4-(3 
إذن : المعادلة )1( ¿WS‏ (1 -)13-(4-)3-:1318 -3 
3x=3(-4)=13 y —13(- 1) S‏ 
3(x +4) = 13(y +1) ¿S‏ 
منه : 13 يقسم )4+ (x‏ لأن 13 أولي مع 3 
إذر : x+4=13k‏ حيث keZ‏ 
منه : )1+ 13098 = () 3)13 


أي : )3= 1+ ر 
شحة : x=13k-4] ,., X+4=13k]‏ 
ESN I EAR **‏ 


منه خلول المعادلة )1( هي الثنائيات ((1-1 1-4:3 13)) حيث keZ‏ 
o 3 x=1[13] -2‏ 31ا ×3 کت 762 
منة: 3x—13y=1‏ 
إذن : × هو حل المعادلة (1) 
x=13k-4 : <‏ حيث keZ‏ 
تحقيق : - x =3(13 k- 4) = 39k‏ 3 
š‏ 525-1201351 
3x=1[13] 7‏ 
التمرين — 58 


(Du: 2045 x- 64y =1 لتكن في 22 المعادلة‎ 

pecd(2045; 64) عين‎ 1 

2 إستنتج أن المعادلة )1( تقبل على الأقل حلا في Z‏ 

3 أوجد حلا خاصا للمعادلة (1) 

4 — عين كل حلول المعادلة )1( في 77 

الحل - 58 

:2045(-1 : دن‎ E 

O 2045 =5 × 409 J `! 

2 64 و 2045 أوليان فيما بينهما إذن : حسب بيزو توجد ثنائية (x;y)‏ من Z°‏ تحقق 1= 64y‏ + × 2045 
إذن : المعادلة (1) تقبل على JYI‏ حلا . 

3 لنبحث عن الحل الخاص باستعمال خوارزمية إقليدس كمايلي : 


61|3 64 |61 2045 | 64 

60 E 61 |1 192 f31 

1 3 125 
Ai 


1 
TEE 
O)... 3 = 64-6101) 

(3) .... 61 = 2045 - 64(31) 


1 = 61 -20]64 — 61(1)] TORTORA 
1 = 61 - 64(20) + 61(20) : أي‎ 

RSE 1 = 61)21(- 64)20( ا‎ 
1 = 21]2045 — 64)31([ - 64)20( HORAC 


1 =2045(21) - 64)21 x 31) - 64(20) : أي‎ 
1 =2045(21) - 64(21 x 31 + 20) أي‎ 
1 =2045(21) - 64(671) : أي‎ 
(x; y)=(21;671) إذن : الخل الخاص هو‎ 
ZAS alt ar قبت خل‎ 
2045 x — 64 y = 2045(21) — 64)671( تكافئ‎ 2045x-64y=1 
2045 x — 2045(21) = 64 y — 64(671) ¿ass 
2045(x -21)=64(y-671) ¿aS 
و 2045 أوليان فيما بيذبما‎ 64 ¿SN )*- 21( إدن : 64 يقسم‎ 
À keZ حيث‎ x-21=64k .نه‎ 
2045(64 k) = 64(y — 671) : إذن‎ 


أي 2045k=y-671‏ 
نا “x-21=64kl‏ عد š x=64k+2F]-‏ 
ا EE E‏ 
إذن : حلول المغاذلة )1( في Z?‏ هي الثائيات (671 +1 2045 ; 21+ k‏ 64) حيث keZ‏ 
التمرين = 59 


نعتبر في 22 المعادلة : 14 = ر5-×11 ........ (1) 
1 تحقق أن الثنائية )39 19( حل للمعادلة )1( ثم إستنتج كل حلولها 
2 بين أن توجد ثنائية وحيدة (G; B)‏ حل Aat‏ )1( حيث 5 > » > 0 
J~‏ — 59 
=i‏ 14 = 195- 209 = )5(39 —)11(19 
إذن : فعلا الثنائية (39 : 19) حل للمعادلة (1) 
منه : المعادلة )1( ¿=S‏ (5)39-(11)19 -0 11-5 
llx-11(19)=5y-5609) ¿aS‏ 
185 


ll(x—19)= (y-—39) 

| 5 يقسم x-19‏ لأن 5 و 11 أوليان فيما بينهما 
أي 19-51-ع حيث keZ‏ 

11)5 k) = 5(y - 39) : < 

y-39=11k 


22 في‎ )1( aaie] رس‎ 2 Sp usa Saa 


03 


y WILK‏ 9 +111 حو 
وناو لك s‏ حل للمعادلة (1) 
Faik‏ 


5> »>0 يكافئن 19>5+ )0>5 
يكافى -19<5k<-14‏ 
يكافئ 14/5 - > )> 19/5 - 
كاف 8 2-> )> 398 
٤ 2+ oN k= - 3, ¿aS‏ ) 
a‏ 
B=11(-3)+39=6‏ 
نتيجة : Jal‏ المطلوب هو (a; B)=(4;6)‏ 
التمرين ‏ 60 
في المستوي المنسوب إلى معلم نعتبر المستقيم (A)‏ ذو المعادلة 21x-31y-2=0‏ 
1 تحقق أن النقطة (4 : ))۸ تنتمي إلى (A)‏ 
2 إستنتج كل نقاط المستقرم (A)‏ و التي إحداثياها أعداد صحيحة . 
الحل ‏ 60 
لبت 0 -31)4-2-126-124-2-(21)67 
إذن.: النقطة (4 : 4)6 تنتمي إلى (A)‏ 
2 تكون النقطة N(xX;y)‏ حيث Z2‏ > (1:*) نقطة من (A)‏ إذا و فقط إذا كانت الثنائية (x;y)‏ 
حلا للمعادلة. 2= 31y‏ - 21 في Z‏ 
لدينا حسب السؤال )1( الثنائية (4 : 6) حل خاص 
إذن : المعادلة تكافئ y=21(6)—31(4)‏ 31-× 21 
تكافئ y=31(4)‏ 31 =(21)6- ×21 
تكافئ ‏ -(4- )31 = (6- )21 
إذن : 31 يقسنم x-6‏ لأن 31 و 21 أوليان فيما بينهما 
< )6=31-× حيث keZ‏ 
إذن : 4- k)=31(y‏ 21)31 
منه : y-4=21k‏ 
ao A R‏ 
y=21k+4 y-4=21k x‏ 
إذن : النقط المطلوبة هي NGlk+6;21k+4)‏ حيث keZ‏ 
التمرين —61 
n‏ عدد طبيعي 
برهن أن العدد (5 + n(n?‏ يقبل القسمة على 6 
الحل — 61 


n = 7]6[ 

n = [6] 

n” + 5=?[6] 

n(n” + 5)= % [6] | 0 

نتيجة : من أجل كل عدد طبيمي n‏ فإن )5 + Ji n(n?‏ القسمة على 6 
186 


w e° 
ات‎ 
wj | دا‎ 
س |د إن أه‎ 
elo] |د‎ = 


Š 
1 
0 
0 
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التمرين ‏ 62 
n‏ عدد طبيعي أكبر تماما من 2 . نضع (2-4م)(2-1م)م = a‏ 
1 — أكتب a‏ على شكل جداء خمسة أعداد طبيعية متتابعة 
2 برهن أن العدد Jš, a‏ القسمة على كل من 3 و 5 
3- برهن أن العدد a‏ يقبل القسمة على 8 
4 إستنتج أن العدد a‏ يقبن القسمة على 120 
"= —62 
a= n(n — 1)(n2 — 4) y‏ 
n(n -1)(n + 1)(n - 2)(n + 2)‏ = 
(n -2)(n - 1) n(n + 1)(n 2)‏ = 
نضع 8-2-6 إذن : (4 + ط)(3 + 2()6 + 1()6 + ط)ط =ه و هو المطلوب 
yan 2‏ السؤال )1( 8 (4 + ))3 + ا)2 + 1)6 + a= b)b‏ حيث n>2 ¿W be N*‏ أي n=2>0‏ 
إذا كان b=0[3]‏ فان a=0[3]‏ 
إذا كان [1]3 65 فين [2=0]3 +5 إذن : a=0[3]‏ 
إذا كان [2]3 >5 فإن [0]3 >1 +8 إذن : a=0[3]‏ 
نتيجة : a‏ يقبل دائما القسمة على 3 
إذا كان [0]5 >< اط a=0[5] š‏ 
إذا كان [1]5 = فإن b+4=0[5]‏ أي a=0[5]‏ 
إذا كان [2]5 = ط فإن [0]5 32 +5 أي a=0[5]‏ 
إذا كان b=3[5]‏ فإن b+2=0[5]‏ أي a=0[5]‏ 
إذا كان [4]5 >5 فإن [0]5= 1+ ط أي [0]5 82 
نتيجة : a‏ يقبل دائما القسمة على 5 
3 لدينا : (4 + a= b(b + 1()6 + 2()5 + 3)(b‏ 


اکنا زوجي 
b +'4‏ روتجي 
إذن : (4 b(b + 2)b+‏ يقبل القسمة على 8 
منه : a‏ يقبل القسمة على 8 


إذا كان b‏ فردي فان l)‏ ددجم حيث 02211 
3 + زوجي 
b+3=2k+4‏ 
إذن : (b+ 1()5+3(- )2 k+2(2k+4)‏ 
اي )2 + (b+ 1)(b +3) = 2(k + 1) x 2(k‏ 
أي )2 + (b+ 1)(b + 3) = 4(k + 1)(k‏ 
jù‏ 1+عا و kr2‏ عددين طبيعيين متتابعين فإن أحدهما زوجي 
منه : )3+ 1()5 (b+‏ مضاعف 8 
إذن : 2 يقبل القسمة -لى 8 
نتيجة : العدد a‏ دائما يقبل القسمة على 8 


3 مضاعف‎ a 

a — 4‏ مضاعف 5 3x5x8 deba 4 LTS‏ (لآن الأغداد. 3 > 5 و 8 أولية فيما بينها مثنى مثنى) 
i‏ مضاعف 8 أي a‏ مضاعف 120 

التمرين — 63 

عين باقي قسمة العددين 719 ME,‏ 

63 — =" 

لندرس بواقي قسمة "7 على 11 


157 


7*=3[11] 


7 =10[11] 
p= 

77 

78 

R 
qeri 

نتيجة : باقي قسمة 7 على 11 هو 1 
A EAE RAS (7‏ : 2-7 أن 0511 


أي باقي قسمة 77 على Lall‏ 
التمرين —64 
1 - برهن أن العدد 331 أ لي . 
n‏ عدد طبيعي يكتب في النظ م العشري على شكل 330 رقما كلها مساوية إلى 9 
2 أحسب n+l‏ 
الحل - 64 
T= 1‏ 
n AEA EA ARENEV‏ 
5 331111211 


نتيجة : 331 لا يقبل القسمة على كل الأعداد الأولية n‏ حيث ١331‏ كم إذن : 331 أرلي : 
2— 210+9 9+ ...ى.... + 10328 ير و + 10320 ير ودم 
]1 + 10 + ...+ 10 +9[1029= 


ا 
ol 10-1 ]‏ 
i‏ 
نتيجة : n+.=1030_1+1‏ أي n+1=10™‏ 
التمرين — 65 
n‏ عدد طبيعي 
عين مجموعة الأعداد الطبيعية n‏ التي يكون من أجلها : [0]3 = 1+ م2 + 2م 2 + +n“‏ “م 
J-‏ — 65 


“lojo|o|ojo| o 
تاوا ت إن | دات‎ 
EERE SES 


n +n +2n +2n+1=?[3] 


نتيجة : لا توجد أي قيمة للعد.. الطبيعي n‏ حيث [0]3 = 1 + 2 + 2م 2 + م + “م 
التمرين ‏ 66 
1 - برهن أن من أجل كل عدد صحيح x‏ فإن x =x[3]‏ 
2 ما هي قيم العدد الصحيح x‏ حيث [2]4 =× 
3 - إستنتج قيم x‏ حيث x3=x[12]‏ 
188 


نتيجة : من أجل كل عدد صحيح ¿ë x‏ [3] = × 
= 
x= [0 | 1 | 2‏ 
x=%4[0|1|0][|3‏ 
x°=x[4]‏ إذا و فقط إذا كان [0]4 =× x=1[4] j‏ أو x=3[4]‏ 
x° =×]‏ يكافئ +0]12 = ×- × 


A) < UE‏ اولان فا 
كف | و (لأن 4 و 3 أوليان فيما بينهما ) 
x =x[3]] j‏ 
=x[4] ! z‏ تر 
x?'=x[4]‏ لان الشرط [3]× = × محقق دائما . 
x×=1]4[ í × =0]4[ ¿aS‏ أو x=3[4]‏ 
التمرين - 67 
a‏ عدد صحيح . 
1 — ما هي البواقي الممكنة لقسمة at‏ على 5 
2 إستنتج ان المعادلة “ب 3= 781 +× لا تقبل حلولا في Z?‏ 
"= = 67 


[a =A] 1 0111111‏ 
إذن : البواقي الممكنة لقسمة al‏ على 5 هي (0:1) 
2 إذا وجدت ثنائية (x;y)‏ من ZxZ‏ خلا للمعادلة “3= 781 +× 


الحالة الثانية : ٣‏ 


الحالة الثالثة : + 


EE 
تناقض‎ 2=3[5] ¿S (1) : إذن‎ y _ . 1 | : الحالة الرابعة‎ 


نتيجة : لا توجد أي ثنائية (xy)‏ من 22 تحقق [5]"ر 8781-3 “× و خاصة تحقق المعادلة “ر 3= 781 +“× 
ملاحظة : في كل التمارين الموالية نعتبر A‏ مجموعة الأعداد الطبيعية الأصغر من أو تساوي. 27 و نرفق كل عنصر من A‏ 
حرفا أبجديا كمايلي : 


EE ° 2 F Əsas e a se] =] 
18 16 GISI Fi 211110 


هھ 


25 23 


التمرين ‏ 68 
نقوم بعملية تشفير الكلمات باستعمال التحويل y‏ جا حيث y‏ هو باقي قسمة x+3‏ على 28 


سلسلة هياج 


— 
مثلا : لتشفير الحرف ق لدنا x=20‏ 
إذن : ر هو باقي قسمة (3 + 20) على 28 
< : 3-23 
أي تشفير الحرف ق هو م 
1 - شفرالكلمة (الجزائر) 
2 حل تشفير الكلمات التالية : تبضل ؛ لثغوا ثهصاشثئث ؛ وذوز 


68 — =" 

i 
SIA AEE 
x E OE NEN E EAS 
ys 3112333] 2 1 71253 
sia kos | ات‎ EHH 


308523¿ 2215 .)52 58 "لقو الكلئلة 2 تمدصتش] 
2 لحل تشفير كلمة لدينا : x =y-3[28] < x+3=y[28]‏ كمايلي: 


ت | ب إض | ل 


28 سالب نضيف له‎ x ملاحظة : إذا كان‎ y DIET A 
28 = 0]28[ لأن‎ a EE A CA E 126127 
ي | و | س | ف | فك التشفير‎ 


GEPEMEN 
LT E IE EE EA 3026:18 3 122 
x=y-3| 0 [0| 9 |25| 10[22| 0 |25|23|15| 0 19 
| ر | ا | ء | فك التشفير‎ | [ol ]ل‎ ١|] ° ] ط | م‎ | [S] 


إذن : الكلمة لثغوا ثهصا.ءثث هو تشفير الكلمة فاطمة الزهراء 
د 

y |[10|26]|8]|26 

a SRE KA 23 1 123 

م |ح | م | د | فك التشفير 
إذن : الكلمة وذوز هي شفير لكلمة محمد 

69  نيرمتلا‎ 

لتكن f‏ دالة للمجموعة À‏ في نفسها ترفق كل عنصر x‏ بباقي قسمة 3 +14 على 28 

شفر الكلمة سكر . ما هو المشكل المطروح ؟ 


الحل ‏ 69 
س | ك | ر 
2111 9 % 7 = 3+ (14)11 
ë | 1] 7‏ قسمة l4x+3‏ على 28 7 = 3+ )1421 
SARA‏ التشفير 129 = 3+ (14)9, 


نتيجة : كل من الحروف س ٠‏ ك ء ر لهم نفس التشفير . 

إذن : لا يمكن إجراء عملية التشفير باستعمال الدالة f‏ المعطاة لأنها ليست تقابل من ۸ A s=‏ 
أي يمكن أن يكون atb‏ و لكن fa) =f(b)‏ 

التمرين — 70 

نعرف طريقة للتشفير وفقا للدالة f‏ حيث f(x)‏ هو باقي قسمة llx+6‏ على 28 

1 - شفر كلمة "تلمسان" 

2 حل المعادلة [1]28= × 11 (لاحظ أن 11 ×55=5) 

3- بين أن إذا كان y=f(x)‏ فإن ]2[28+ x=23 y‏ 


سلسلة هباج 


4 - بين أن كل حرفين مختلةين يحولان إلى حرفين مختلفين . 
5 — حل تشفير الكلمتين : شكخاء هغخعب . 


10 — =" 
|= 
o | عل من‎ L ت | آل‎ 
x EOI 311 L.23-]622 |: 2 
STE 270| 6 | 127 | 259 | 248 | 28 
28 على‎ llx+6 باقي قسمة‎ | 18 | 6 | 15 7 | 4 0 
ا‎ EE ان‎ ki 


إذن : الكلمة تلمسان تشفر إلى كلمة أند طخغ 
3 - [1]28= ×11 إذن : [1]28 5x 1lix=5x‏ 

55 x = 5[28] أي‎ 
55=2(28)-1 ¿N -× = 5]28[ أي‎ 
x = - 5[28] منه‎ 
x = 23[28] أي‎ 
k € IN منه : 23 +1 28>« حيث‎ 

تحقيق : إذا كان 23 + ) 28 = ع فإن : )23+ )11)28 = × 11 

111:2 28)11 k( +253 : أي‎ 


11 x =253[28] pai 
Tõi 11 x= 1]28[ : أي‎ 

llx+6=y[28] : إذن‎ y= f(x) 3 

23)11 x +6) = 23 2]28[ منه‎ 

253 x +138 = 23 y[28] منه‎ 

D EDGE SB u 

× =23 y - 2)]28[ < 

منه x=23y+2[28]‏ لان ]26=2[28- 


y=f(x) و‎ y'=) و‎ y =y حيث‎ A من المجموعة‎ palie ار أربعة‎ y c ×' x 4-ليكن‎ 
× 22310 + 2]28[ 1, بن‎ 
x = 23 y' + 2[28] 


x' - x = 0[28] <‏ 
أي ]28[. = x'‏ 
OSx's27| .‏ 
05*>7 
إذن : ع 'ير 
نتيجة : كل عددين مختلفين X'‏ و × لهما صورتين مختلفتين بالدالة. f‏ 
إذن : كل حرفين مةتلفين يحولان إلى حرفين مختلفين . 
5 حل تشفير كلمة شيكخا 
also‏ خ ١|‏ 
لكا يعر y IEE oE T‏ 
23y+2 2 | 140 | 485 | 623 | 278‏ 
RE Oy E 22 | 0 | 9 T6‏ 
و à‏ 2 ' ت فك التشفير 


إذن : الكلمة شيكخا هي تشفير لكلمة "ودرات" 
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هھ | غ " eag‏ 

y 1 17:6 | 18. 25 

22-2 25 |393 | 140 | 416 | 575 

Oj. 24١ 7‏ 1 5 | باقي قسمة 23y+2‏ على 28 
Ó £‏ ' ټل قفد فك التشفير 


نتيجة : الكلمة هغخعب هي yit‏ لكلمة " عتابه ” 
تمارين نماذج للبكالوريا 


التمرين ‏ 1 
k‏ عدد طبيعي . نضع 2100 + ) 2310 = ۸ 
1 برهن أن إذا غيرنا أحد أرقام العدد n‏ دون تغيير رقم آحاده يكون دائما غير أولي 
2- برهن أن [0]11 1 +ه ؛ n=0[3]‏ ؛ [0]5 ده ؛ n=0[7]‏ 
3 — إستنتج أن n‏ يكون غير أولي مهما غيرنا أي رقم من أرقامه 
4 — هل توجد أعداد أخرى تحقق هذه الخاصية ؟ 
الحل 1 
1 - من أجل كل عدد طبيعي k‏ فإن رقم آحاد العدد 23101 هو 0 
إذن : رقم آحاد العدد 2100 +23101 >2 هو 0 n oò‏ مضاعف 10 
Aia‏ : مهما غيرنا أحد أرقام العدد n‏ بإستثناء رقم آحاده المعدوم فإن n‏ يبقى مضاعف 10 إذن : n‏ غير أولي 


]0[11 = 2310 
١-2‏ [10]11 = 2100 منه : [1]11 + 10+ 0= 1+ 2100+ 2310k‏ 
]111 =1 أي : n+1=0]11[‏ 
k + 2100 = 0]3[ : < ll‏ 2310 
[[0]3 = 
أي : [0]3 n=‏ 
E‏ إذن : ]0[5 = 2100+ k‏ 2310 
2 أي n=0[5]‏ 
١‏ ا إذن : [0]7 = 2100+ k‏ 2310 
aomp‏ أي neo‏ 
3 لدينا رقم آحاد العدد n‏ يساوي 0 منه إذا غيرنا رقم آحاده فإن العدد n‏ يكون مساويا إلى أحد القيم التالية : 
1 +ه : لكن [0]11 1-2 جم 
RFS > 22‏ زوجي لأن 0 زوجي 
oSI: 2+3‏ 2+3 مضاعف 3 لأن n‏ مضاعف 3 
2+4 : لکن 2+4 زوجي لان n‏ زوجي 
2+5 : لكن 2+5 مضاعف 5 لأن n=0[5]‏ 
2+6 : لکن 1+6 زوجي لأن n‏ زوجي 
2+7 : لكن 2+7 مضاعف 7 لأن n=0[7]‏ 
2+8 : لکن 2+8 زوجي لأن n‏ زوجي 
2+9 : لكن 2+9 مضاعف 3 لأن n=0[3]‏ 


نتيجة : مهما غيرنا رقم أحاد العدد n‏ قإن n‏ يبقى ليس أولي . 
إذن : مهما غيرنا أي رقم من أرقام العدد n‏ فإن n‏ ليس أولي . 
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4 يكفي أن نضرب العدد r‏ في قوة للعدد 10 حتى نحضل على أعداد طبيعية تحقق أن مهما غيرنا أخد أرقامها 
فإنها ليست أولية أي كل الأعداد الطبيعية التي تكتب من الشكل )2100 + n = 10”)2310 k‏ حيث p © IN‏ 
تحقق هذه الخاصية 
التمرين — 2 
1 - برهن أن كل عدد طبيعي غير أولي n‏ أكبر من أو يساوي 6 هو قاسم للعدد !)1 (m—‏ 
حيث @m-D!=1x2x ..... x(n-1)‏ 
2 — هل هذه الخاصية صحيحة من أجل n‏ عدد أولي ؟ 
i]‏ 2 
1 - لیکن n‏ عدد غير أولي, حيث n26‏ 
إذن : n‏ يقبل تحليل إلى جداء أعداد من الشكل Ki a xap‏ فين 
حيث 7/2 > :2 > 2 (هي قواسم العدد (n‏ 
منه : من أجل كل gë i‏ (1 -2) > ب > 2 
لذن axax. ža‏ يقسم TRSA x(n-1)‏ 
أي n‏ يقسم (m-1)!‏ 
2 إذا كان n‏ أولي فإن الغاصية ليست صحيحة لأن العدد n‏ لا يقسم أي عامل من العوامل التي تظهر في (@m-—1)!‏ 
فإذن لا يمكن أن يقسم جداؤها لأنه لا يقبل تحليل 
التمرين — 3 


ليكن p‏ عدد أولي أكبر تماما من 3 . نضع n=2x3x4x....... xp‏ 
برر أن الأعداد 2 + م ؛ 2+3 n+4 t‏ ؛ n+p‏ ليست أولية 
الحل ‏ 3 


n+2=2x3x4x....... xp+2=2( x4x_..........X p+ 1)‏ إذن : 2+2 ليس أولي 
n+3=2x3x4x....xp+3=3(x4x5x...xp+1)‏ إذز: : 1+3 ليس أولي 
(1+ م .... x 3 x 5 x‏ 4)2 -4 + م <«....... “ا 4 »3 × 2= 1+4 إذن : 8+4 ليس أولي 
ntp o n+p=2x3x4x.....xp+p=p[2x3x4x...x(p-1)+1]‏ ليس أولي 

التمرين — 4 

2 >82 > 7 عددان طبيعيان أولين حيث‎ b و‎ a 

1 - عين كل الثنائيات (x;y)‏ من *2 × *2 التي تحقق ”(ط 8) = ”ر ”× 

2 عين هذه الثنائيات من أجل (a;b)=(2;7)‏ 

4 - Ja 

x-y = ) 6(* 1‏ يكفى 62 7ھ = (+ »)2 -@ 

لنبحث عن قواسم العدد 62 2 كمايلي : 


1 a a 

sS ASEAN, 

H B8 Ee E BB 
{a b’; ab; a ;ab;ja;ab; b; b;1} إذن : القواسم هي‎ 
0 > 8 فإن نبحث عن تحليل ل 2252 إلى جداء عاملين 8 » حيث‎ <-y<x+y بما أن‎ 
axb + »اج‎ 628 + bxa2b + 1× 2262 : Aus 
x-y=a i x-y=a x-y=b i x—y=1 Fa 
an 3 22-7 E إد‎ aa: a 


أي e Ly‏ ا Se aja E‏ مه 


y=x-a y=x-a y=x-b y=x= 1 
212 212 2 2 
))ء رربي‎ E; lab); (ab; PED o); : أي‎ 
2 2 2 2 2 2 
(e فة‎ -a) (22 E. 2)} 
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- 
2 من أجل )7 ;3( (a;b)=‏ قإن : (x; ) € {221 ;220); G5;28);(75;72); Q9;20))‏ 
التمرين = 5 
1- برهن أن كل مجموع 5 أعداد طبيعية فردية متتالية ليس أولي . 
2 في الحالة العامة » من أجل 2> n‏ هل يمكن أن يكون مجموع n‏ عدد طبيعي فردي متتابع أوليا ؟ 
i]‏ 5 
1 لیکن ا عدد طبيعي . نضع 1 +1 2 >2 إذن n‏ عدد طبيعي فردي + 
(n +4) + (n + 6) + (n + 8) : <<‏ + (2 + م) S=n+‏ هو مجموع. 5 أعداد فردية متتابعة . 
=5n+20‏ 
5(2k +1) + 20‏ = 
=10k +25‏ 
k + 5)‏ @5= 
إذن : من أجل كل عدد علبيعي فردي n‏ فإن 5 يقسم S‏ 
منه : مجموع 5 أعداد فردية متتابعة هو دائما ليس أولي 
2- نضع 21+1>م و [(28-1 + م] + ... + (4 + م) + (2+م) + مد 8 
=np+[2+4+6+...+2(n— 1]‏ 
Spt +2+3+ tL‏ 


=p + 2 [EE a-n] 


=np+n(n-1) 
=n[p +n- 1] 
n(p+n-1) إذن : 5 يقبل تحليل س الشكل‎ 
٠ ليس أولي‎ S منه‎ 
m22) اعدد طبيعي فردي متتابع لا يمكن أن يكون أولي‎ n نتيجة : مجموع‎ 
6 — التمرين‎ 


نسمي أعداد Mersenne‏ الأعداد الطبيعية الأولية التي تكتب من الشكل N=2°-1‏ حيث eN‏ م 
۾ و b‏ عددان طبيعيان غير معدومان و يختلفان عن 1 

S=l+a+a +a? + .... +a" المجموع‎ huy — 1 

2 - برهن أن إذا كان 1 -"2 أوليا فإن a=2‏ 


الحل 6 
ا +a +... +a"‏ تو جوع 1 دو هو مجموع n‏ حد متتابع لمتتالية هندسية أساسها 2 و حدها الأول 1 
ETE‏ > 
a-l‏ 
ñ‏ 
إن : s= al‏ 
إذن asi‏ 


2 حسب السؤال (1) (a-1) dÑ‏ يقسم a"-1‏ لأن S‏ عدد طبيعي . 
لكن إذا كان 1 - "2 أونيا فإنه لا يقبل قواسم ماعدا 1 و نفسه 
إذن.: 1=1-ه أي 8-2 
اکر ب س 
۾ و b‏ عددان طبيعيان . نضع n=a + 4b"‏ 
1- برهن أن : (ظ ۾ 2- ”ظط 2 + b)(a”‏ ۾ 2 +02 2 + (a?‏ دم 
2- برهن أن من أجل b22‏ فان n‏ لا يمكن أن يكون أولي 
3 من أجل 1= ظط هل يةكن أن يكون n‏ أولي ؟ 
4 - برهن أن العدد “4 + 1207 ليس أولي . 
الكل — 7 
a b +4b -4ab +2a b+ 4 ab -4 ab’ —1‏ 2+ م 20 62 نه 2 + a (a2 +2 02-2 a b) =a‏ 2+ 02 2+ 2( 
a^ + 4 6“‏ = 
=n‏ 


a&+2b-2ab=a+b-2ab+b? =o 
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=(a-b) + b° 
(@-b} + فان 4 < 7ط‎ so] 06 
20 204 ج اي‎ 
a +2 b” +2 ”ج = مج‎ +b + من جهة أخرى : ”ط٠ ط ه2‎ 
= (a + 2م + ةزم‎ 


2 
+b) +b? فار‎ b=. وناك‎ 
(a+b) +b < 4 بما أن 00 إن‎ 


أي 4 < ط4 2+ ”2+ a‏ 
نتيجة : إذا كان b22‏ فإن, n‏ يحلل إلى جداء عاملين كل منهما يختلف عن 1 OM‏ لا يمكن أن يكون n‏ أولي ٠‏ 


3 من أجل 6-1 قان : )4+2 (a +2 a+ 2)(a?-2‏ حم 
(a +2 a + 2)[(a- 1)” + 1]‏ = 
إذا كان a=l‏ قإن : 2+2)(0+1)=5+ 1( n=‏ 
إذن : 5 أولي 
إذا كان a=0‏ فإن : n=2x2=4‏ 
إذن : n‏ ليس أولي 


u w‏ ا ا كم 
E Pe SN NE‏ 
إذن : n‏ يحلل إلى جداء عاملين كل منهما أكبر من 1 
منه : لا يمكن ل n‏ أن يكون أولي . إلا من.أجل a=1‏ 
x (4%) 32‏ 4 + 12074 = 41205 + 12074 
(pY‏ “4 + 212074 


pes‏ "5 2 إذن حسب السؤال. (l)‏ فإن “ط 4+4 ليس:اولي 


i 4 أ 1205 ر‎ Eg 
اى 422 1207 ليس اولي‎ 
8  نيرمتلا‎ 
عدا طبيعي غير معدوم‎ n لكل القواسم الموجبة للعدد "0 حيث‎ P و الجداء‎ S عدد أولي عين المجموع‎ q 
s= j] 
CEE 4:4254; 1[ : و هي‎ MHI) عدد القواسم الموجبة للعدد "و هو‎ 
Seta e T 
0-1 nn) 
كم‎ EE q qia =n À 

التمرين ‏ 9 
ليكن م عدد أولي . 
أثبت أن يكون p‏ قاسما للعدد 1806 إذا و فقط إذا كان 1 - م قاسما للعدد 1806 
الا 2 | 1806 
لنبحث عن قواسم العدد 1806 : 3 |903 

301 | 7 

43 |43 


1 
إذن : قواسم العدد 1806 هي حسب الجدول التالي : 
2 
3 3 1 
7 1 7 1 7 1 7 1 
43 ] 1 ] 1143 :11431114 14314311431143 
}1806 ; 42 : 258 : 6: 602 ; 14 :86 : 2 : 3112921903 7:301: 43; 1{ 
منه القواسم الأولية للعدد 1806 هي (2:3:7:43) 
hay‏ أن الأعداد 42 : 2:6 :1 هي قواسم للعدد 1806 و هي ناتجة عن طرح 1 من القواسم الأولية . 
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إذن : إذا كان م أولي و م يقسم 1806 ¿ë‏ 1 -م يقنم 1806 
هل : إذا كان 1-م يقسم 1806 و p‏ أولي فإن م يقسم 1806 ؟ 
الجواب نعم لأن كل من الأعداد (42: 4:6: 3) تحقق هذه الشروط . 
إذن : يكون p‏ أولي قاسم ل - 1806 إذا و فقط إذا كان 1 - م قاسم ل 1806 
التمرين ‏ 10 
۾ و b‏ عددان طبيعيان . نضع ”3 × *2 - م 
1 عين عدد القواسم الموجبة للعدد n‏ 
2 عين n‏ علما أن عدد قواسم العدد 2n‏ هو ضعف عدد قواسم العدد n‏ 
الحل ‏ 10 
1 2*3 -8 إذن : عدد قواسم n‏ .هو (1+ 4+1()6) 
2 35 × "2= ہ2 إذز : عدد قواسم (a+1+ 1))+ 1) =)a + 2()6 + 1( > 2n‏ 
يكون غدد قواسم 2۸ هو ضعف عدد قواسم n‏ إذا و فقط إذا كان : 
(a+2)(b+1)=2(a+ 1)(b +1)‏ 


أي : a+2=2(a+1)‏ 
أي + a+2=2a+2‏ 
أي : a=0‏ منه : n=5‏ حيث be N‏ 
التمرين — 11 
لیکن 200 - م 


n عين مجموعة القواسم الموجبة للعدد‎ 1 
جداء كل هذه القواسم‎ p و‎ n عدد قواسم العدد‎ N ليكن‎ 
EE تحقق من صحة العلاقة : 2م = "م‎ — 2 
. عددان طبيعيان‎ b و‎ 2 da n=2"'x5 ليكن‎ 
2 أحسب الجداء م لكل واسم العدد‎ 3 
هل العلاقة )1( محققة ؟‎ 4 
من الشكى "2*5 علما أن 204 - م‎ n عين العدد‎ 5 
11 - الحل‎ 
200 = 25 × 8 =2 x 52 = 1 
(200;40;8;100;20;4;50;10;2;25;5;1) منه قواسم 200 هي‎ 
(200 (عدد قواسم‎ 8-12 2 
م‎ > 1 x 5x25 x2 x 10 x 50 x 4 x 20 x 100 x 8 x 40 x 200 
=5 × 57 x2 x 2 x 5 x 33“ 2 «27 x2 x 5 x Sx 2 x x 2x 5 x 2? x 5 
EL KS 
دام إذن : 524 عر 236 2م‎ 218 x52 
nN = 236 x 5% : إذن‎ nN =(23x 52)2 
. نتيجة : العلاقة م - "لم معققة‎ 
BSCE SKID SS AKIK AAD AS Ko X21255 + . . XOF 503: Se . 2 sby: 3 
ss (2D y e 5 Gen x P12) x... x gtn x 51+. +) 


e) beti) beny 
(kS 2 Jx OKs ا‎ GED 52) 
= 20 +2b+*.+ab+D) ye (8+1) at 
aa+ (b+)  bla+1)b+1) 
= 72 5 
p2 = EDOD y gheo he 


nN = (2° x y+) 
= 2a(arl)b+D) ب‎ 5P‘a+1)(b+1) 
. دائما‎ tiaa (1) إذن : العلاقة‎ 
p 202 ان‎ p 202 وى‎ 


أي ١‏ ا 1 
آي او ۾ 216 م 
a(a + 1)(b + 1) = 168‏ ..... )2( 
b(a + (b + 1)= 8+‏ ..... )6 
من العلاقة )3( : 84/5 =(1 + 1()6 b) (a+‏ قاسم ل 84( 


إذن : العلاقة )2( Za‏ : 8= لك ax‏ 


مته : 


ab - 2 zl 
a=2b : 4 
b(2b+ المساواة )3( تصبح إن : 84 =(1 + ط)(1‎ 
8+ 1 و‎ b لنبحث عن تحليل العدد 84 إلى ثلاث عوامل من بينها عاملين متتابعين‎ 
84|2 
84=3x7x4 : إنذن‎ 4212 
b¥F=4 42b +1 =7 + 6-23 منه:‎ 21|3 
a=2b=6= إن‎ TET 


n=2 x5 Pea 
م‎ = 2014 : y nN = (26 x 53728 = 2168 × تحقيق : 205 = 34و بر 4 = 34و‎ 
12  نيرمتلا‎ 
. هو عدد قواسمه الموجبة‎ N عدد طبيعي غير معدوم حيث‎ n 
. مربع تام‎ n فردي فان‎ N برهن أن إذا كان‎ 
12 — J-a 
. أعداد أولية مختلفة مثنى مثنى و ,بيه أسس طبيعية‎ : pk ليكن "م × ... × 2م × إ9 =" حيث‎ 
N=(% +1()»2 +1)... (0i +1) لدينا‎ 


إذن : إذا كان N‏ فردي فإن كل من الأعداد (1 + (Qi t:l) +€... ¿(o2+1) + (e‏ هي أعداد فردية 
و عليه فإن الأسس ره t‏ جه » 0 زوجية . 

منه : العدد n‏ هو مربع تام 

التمرين — 13 


y » ×‏ عددان طبيعيان حيث 0O<x<y‏ 

ppcem(x;y)=m j pgcd(x;y)=d & 

نريد تعيين x‏ و y‏ حيث 02-2001 5 (o)........m2-‏ 

1 - برهن أن إذا كانت الثنائبة (xiy)‏ تحقق المعادلة (a)‏ فإن d?‏ هو قاسم للعدد 2000 
2 - حلل العدد 2000 إلى جداء عوامل أولية ثم إستنتج القواسم المربعة التامة له 

3- برهن أن 5 هو قاسم مشترك للعددين d‏ و 83 . ما هي إذن القيم الممكنة — d‏ 

4 إستنتج القيم الممكنة للعددين x‏ و y‏ 


13  لحلا‎ 
2 p 

af} + 292 j oee o ae 
2-5 يقسم ر‎ d ET ا‎ a 


إذا كان (x;y)‏ حل لسعادلة (o)‏ فإن : 2000 = ”ر 5 - 2× 
إذن : d?‏ يقسم 2000 
x 100 = 4 x 5 x 4 x 25 - x 52 62‏ 20 = 2000 
منه القواسم المربعة التاهءة للعدد 2000 هي : 
Q; )5(* : 1) de 2.25; 8x2; EEA)‏ ;002 ;02( )£20 
2000-3 =5 ص إذن : 2000 +02 5 = ص 
أي (400 + ”)5 m=‏ 
منه : 5 يقسم m‏ 
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كقدرك كاوق . 
إذن 5 يقسم m‏ 
5 يقسم m‏ إذن : 5k‏ =" حيث IN‏ ء k‏ 
المعادلة (o)‏ تصبح إذن : 0 - k? — 5 d°‏ 5( 


أي 5042-2512-2000 l‏ 
أي 400 - 512 d2=‏ 
أي (502-80 d=‏ 
as‏ جو وق 
بما أن 5 أولي فإن 5 d ai‏ 
نتيجة ٠+‏ 5 يقسم d‏ او 5 يقس m‏ إذن z‏ 5 أقاسمامشترك لب d‏ بو m‏ 
مث القيم 'التمكنةراد 12 اهي 2102521 1207 
أي القيم الممكنة ل d‏ هي [5 ;20:10 
4- 02-2000 5- تم إذن : غل 5 + 2000 = ص 
d |m”=2000 + 5 d m‏ 
/ | مرفوض انه ليس en‏ تام 2125 > 125 + 2000 >8 | 5 
m” = 2000 + 500 = 60)” 50‏ | 10 
/ | مرفوض لانه ليس مربع تام 4000 = 2000 + 2000 = m”‏ | 20 
نتيجة : الثنائية الوحيدة التي تحقق المعادلة هي )50 (d;m)=(10:‏ 
إذن : x<yS(x;y) e((10;50);(50;10))‏ إذن (@;y)=(10;50)‏ 
التمرين ‏ 14 
1 حلل العددين 1995 و 105 إلى جداء عوامل أولية 
» و B‏ عددان طبيعيان حيث 8 > » 
2 — حل في المجموعة N × N‏ المعادلة 105 >8 0 
۾ و b‏ عددان طبيعيان غير معدومين و غير أوليين فيما بينهما 
نضع ppem(a; b)=y j pgcd(a;b)=2)‏ 
3-عين ۾ و b‏ حيث 5 -957+197 


1<7 14 الحل د‎ 
105 |3 1995 |3 _1 
35|5 665 |5 
77 133|7 
1 19 |19 
1 
105=3x5x7 1995=3x5x7x19 


2قراسم 105 هي 7.13 ;5 ;212531355 15 103 
إذن : 105 = 8 » تكافئ :(3:35(:)2115) (@;b)e((1;105);(7;15);(6;2D;G5;3);‏ 
}1 ;05 ;)15;7( 


951+197 يقم‎ À < u saa rot y eh a 3 
E E 61 9 y sss x 
1 >2. : لذن‎ aaa o b. a 


o 
AS 089 5( 1995ل‎ iy A 
19y=1995-952 : o 952+ 19 = 1995 : لدينا‎ 


à |19y=1995_952 n 
3 | 1995 - 285-1710] 110/19 =0 
5 | 1995 - 475 > 1520 | 1520/19-0 


= 


نتيجة : ((4: 3))» (8 :») s:‏ 
b c a 2‏ > ع6 ء 4 » »© حدود متتابعة من متتالية هندسية أساسها T‏ 
إذن:: c=a + b=ar‏ + موحل + e=ar‏ 
منه : :دع - ھ 28 ¿S‏ عو 28a =a‏ 
تكافئ 28a =ar(r-1)‏ 
تكافئ /(1- )ع - 2ع 28 لأن 270 
¿aS‏ 4 -م و 2-3 (حسب السؤال (1)) 
نقيجة b=12 t a=3‏ + 05-1921748 + 6-7687 
تحقيق : 6 = 27 a) = 28 x‏ 28 
e—b=768-12 =: 756‏ 
التمرين ‏ 16 
o — 1‏ و B‏ عددان طبيععان أوليان فيما بينهما حيث 8 < G‏ 
غين o‏ و B‏ حيث a(o? -19)=35B‏ 
(ua) 2‏ متتالية هندسية حدها الأول ونا و أساسها uo és R‏ و R‏ 
عددان طبيعيان أوليان Lš‏ بييهما و 1 > 0 
أوجد ونا و R‏ يكون 0 - R‏ ونا - رن 19 + u‏ 35 


3- نضع +u,‏ ....... + مها + ونا = نه أحسب S,‏ بدلالة n‏ 
4 أوجد قيم n‏ حتى يكون ,5 قابلا للقسمة على 30 
الحل ‏ 16 


1 358<-(2-19م)ين إذن : 6 = 8 35 
بما أن » و B‏ أوليان فيما بينهماافإن ' )0 eb‏ 35 
ase‏ )6115527535 @ 
azl oq‏ لان B=0‏ 
كن z‏ 286572357 
من أجل 5=»: 358-(5)25-19 
إن 25-19=7p_:‏ 
أي : 6-78 مستحيل . 
من أجل 7=»: 358-(7)49-19 
إذن : 49-19-58 
أي : B=6‏ 
من أجل 35=»: 8 35-(35052-19 
منه : 1206-8 مرفوض لأن 8 <» 
نتيجة : القيم الممكنة ل EE AB O‏ 
02د u u R:‏ 19 عاش 35 ê SUR - 1971 aa‏ 3 
يكافئ R‏ من 19 - ¿V 35 = u R‏ 12 ونا > انا 
يكافئ (2)82-19 u = uo‏ 35 
35uo= RR?-19 — ¿as‏ لان 20 ونا 
يكافئ 6 - ونا و R=7‏ (حسب السؤال (1)) 
uy +... +u 3‏ + ونا = Sn‏ 
RI‏ 


5-5 
4 يكون S,‏ قابلا للقسمة على 0 إذا و فقط إذا كان S,‏ مضاعفا ل 5 ومضاعفال 6 
لدينا : ]7=1[6 إذن : [1]6= "7 
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عند 7-06 
إذن : S,‏ مضاعف 6 
لنعين إذن n a‏ حتى دكون. S,‏ مضاعفا ل 5 كمايلي : 
]7=2[5 إذن  :‏ [7"225]5 
RL VY BAB EEA‏ 
ندرس بواقي'قسمة "2 على 5 


25 

ES 2! =2[5] 

E] 1 20| 4 | 3 222 4]5[ 
2 x 252 9]5[ 2431 2 =3]5[ 
2-1 SF Je )e3r[ 2 10 SFT] 


نتيجة : يكون [0]5 = 1 - !"7 إذا و فقط إذا كان n=3[4]‏ 

أي .يكون. S,‏ قابلا للقسمة على 30 إذا و فقط إذا كان n=4k+3‏ حيث k e IN‏ وهي قيم n‏ المطلوبة. 
التمرين ‏ 17 
1 أوجد القاسم المشترك الأكبر للأعداد 2490 + 32785 ؛ 2905 
2 حل في 7x+6y=79 ilal ZXZ‏ باستعمال المساواة 7-79 +72 
إشترى نادي كرة يد ملابس ر ياضية . إذا علمت أن ثمن بدلة لاعب هو DA‏ 2905 و ثمن بدلة لاعبة هو DA‏ 2490 و أن 
النادي قد دفع مبلغ DA‏ 32735 في المجموع . فما هو عدد اللاعبين و اللاعبات ؟ 


17 = a=" 
32785| 5 2905 | 5 24902 -1 
6557 | 83 58117 1245 3 
79 | 79 83 |83 415| 5 
° 1 1 83|83 
E 1 
2 7 83× 5=415 نتيجة : القاسم المشترك الأكبر للأعداد 2490 + 2905 + 32785 هو‎ 


2— 72+7=79 لان : 79 = (6)12 + (7)1 
إذن : المعادلة 79 = ر6 + ×7 تكافئ )12( 6 7x+6y=7(1)+‏ 
تكافئ 7x-7(1)=6(12)-6 y‏ 
تكافئ 7(x-1)=6(12-y)‏ 
TA‏ 6 يقسم x-1‏ 
منه keZ à&a x-1=6k  :‏ 
اذو 7x6k=6(12-y)‏ 
EO‏ 12-72-71 
تيجة : 1291-؟ keZ ĉa za‏ 
y=12-7k - =7) P:‏ ` 
3 ليكن x‏ عدد اللاعبين + y‏ عدد اللاعبات . 
إإن : 32785 = x + 2490 y‏ 2905 
y = 60 rl‏ 6+« 7 (بالقسمة على 415( 
إذن : الثنائية (x;y)‏ هي حل للمعادلة 7x+6y=79‏ 
منه : )6 + 1=× و y=12-7k‏ حيث keZ‏ 
لكن × و y‏ أعداد طبيعية إذن x20‏ و 0< و 


O‏ عم 
k<127] ” 12-7k>0‏ 


سلسلة هباج 


نتيجة UJ:‏ (12: 1) =(ر:») : لاعب و 12 لاعبة . 
أو (7:5)->(2:7): 7 لاعبين و 5 -aY‏ 
التمرين — 18 
1 عين القاسم المشترك الأكبر للأعداد 1996 ؛ 1497 ؛ 2994 
لتكن المعادلة 2994 = s (s=. 1996 x — 1497 y‏ ,2 2 
2 — اثبت أن إذا كان (x;y)‏ حلا للمعادلة )1( فإن x‏ مضاعف 3 و y‏ مضاعف 2 ثم إستنتج هذه الحلول 
3 عين حلول المعادلة )1( التي تحقق 83-1950 


"= ب 18 

2994 | 2 1497| 3 1996 | 2 -1l 
1497| 3 499 | 499 998 | 2 
499 | 499 1 499 | 499 


1 1 
إذن : القاسم المشترك الأكبر للأعداد 1996 , 1497 و 2994 هو 499 
2 ليكن (x;y)‏ حل aad‏ (1) 


(499 (بالقسمة على‎ 4x-3y=6 : بر 1497 - × 1996 إذن‎ 2994 
ERS TSO r 

3y=4x-6 

(0252; 4x=3(y+2) 


O) 3y Bax) أي‎ 
4× =b a ae 

3y يقسم‎ 2 

3 يقسم × ¿N‏ 3 أولي مع 4 


أي 
s es‏ 
أي 3 مضاعف -3 


2 مضاعف‎ y 
4 × 3 k =3(y +2) : إذن المساواة )1( تصبح‎ ke Z da ×= 3) نضع‎ 
4k=y+2 : < 
y 54k -2 RA 
keZ حيث‎ ((Gk;4k-2) هي الثنائيات‎ ZxZ نتيجة : حلول المعادلة )1( في‎ 
keZ ë SE 
aE TS 


y - 0‏ × يكافئ 1950 = (2-) 4)) 3 
يكافئن 1950 =(1- k2)‏ 6 
¿AS‏ 325-(1-غ1)21 
يكافئن 0 - 325 - ) -) 2 معادلة من الدرجة الثانية ذات:المجهول السحيح k‏ 
A= 1+ 8)325( = 2601 = (51)‏ 
IESS is = 550: 25‏ — 


k= =— os 
f 1 4 18 2 مركو‎ 
OESFEES A 
k= == =3 
2 Z 1 مقبول‎ 


x=3x13 j: k 
y=4x13-2 -0 


نتيجة : الثنائية المطلوبة هي (50 : 39) > (2: #) 


39x50=1950 | . تحقية‎ 
4)39(-3)50( = 156 -- Tidi 1 


التمرين — 19 
1 حل في 7 ×7 المعادلة x'—14y'=13‏ 9 علما أن (3:1) حل لها. 
لتكن في 2 Z x‏ المعادلة 130 = ر28- × 45 EN RS tea‏ 
2 — بين أن إذا كان (x;y)‏ حلا للمعادلة )1( فإن x‏ مضاعف 2 و y‏ مضاعف 5 
ثم إستنتج حلول المعاددة (1) عطق 
N‏ عدد طبيعي يكتب 2003 في نظام التعداد ذو الأساس 9 و يكتب 5886 في نظام التعداد ذو الأساس 7 
3- عين © و B‏ ثم أكتت N‏ في النظام العشري 
a="‏ ب 19 
à Tl‏ : (14)1-(96= "ر 9×14 
96)=140)=13 بيه ”| ay IAD‏ )196 
أي O 3)=140 l)‏ 
a‏ 14 يقسم 2-3 
أي )3-14-*× da‏ 141227 
إذن :. )1 9x14k=14(y'—‏ 
منه 9k=y-1‏ 
Ç x'=14k+3] aa 6-3141 | ¿2‏ 
يو | E E ol pias y'-1=9k‏ 
2 ليكن (x;y)‏ حل للمعادلة )1( إذن 0 - 283 -» 45 
ERN as‏ 
y=45 x - 130‏ 28 
y + 65)‏ 2)14 -ع 45 
y = 5(9 x - 26)‏ 28 
ذه ]2 يقسم 45x‏ 
A‏ 5 يقسم 281 
a45 Xhi a 2‏ 2+ أوليان:فيما بينهما 1 
5 يقسم y‏ لأن 5 و 28 أوليان فيما بينهها . 
تيجا :31 يقسم Qs 8 Sq S‏ '× و y'‏ أعداد صحيحة . 


أي 


y Sy y يقسم‎ 5 
45(2 x) - 28(5 y) = 0 : بالتعويض في المعادلة ;1( نحصل على‎ 
2x 5(9x' - 14 y') = 0 : أي‎ 
9x'-14y'=13 أي‎ 
x'=14k+3 A 
y=9k+1 Jo 
x=28k+6 j x= 2(14k+3) 


المعادلة )1( حيث 7 k e‏ 
(1+ 50و © f‏ ربكي _ + هي خلول 42 


— 21-2003 في النظم ذو الأساس 9 إن :]05958 
A‏ و — i‏ ا 


ان سي باك يد العا امكح ss‏ = 
نتيجة :| 05058 + O<p<6‏ 
ص 6+ 78+ 8x7‏ +72 5- 3 جين و+ وير + O) s 2x9‏ 
المعادلة )2( تكافئن 6+-86+78 49+ 3=1715+ +81a +9a«‏ 1458 
تكافئ 1721 + م 56 = 1461 + a‏ 90 


90 a - 56 B - 0 تكافئ‎ 


203 


45 »- 28 تكافئ 0 - م‎ 
+ 
2ن‎ 281+ 6 b تكافى‎ 
B=45k+5 Í 
1 ha ES 
0<45k+5 <6 0<B<6 
aa أي‎ 
-5<45k<1 
E A 
- 5/45 < 45 k < 1/45 
(keZ X) k=0 : مه‎ 


إذن a‏ 
“د كت 


N = 1458 + 81)6( + 9(6) + 3 : منه‎ 
= 1458 + 486 + 54 +3 
= 01 


(O) حب لول‎ ke Z کت‎ 


التمرّيك — 20 
1 - أوجد القاسم المشترك الأكبر للعددين 225 و 180 

2 حل في 7 ×7 isad‏ 90 = ر 180- × 225 sê‏ 

3 عين مجموعة حلول الم ادلة )1( التي تحقق 2 >.[:1+ |x- =y‏ 


a — 4‏ و b‏ عددان طبيعبان يكتبان على الترتيب 52 أو 252 في النظام ذو الأساس » و يكتبان 44 و 206 في 


II 
| 8 النظام ذو الأساس‎ 
| b sa إستنتج‎ B عين » و‎ 
20 — الحل‎ 
12012 2255 1ح‎ 
pgcd(225;180)=45 : نتيجة‎ 90 |2 455 
45]5 93 
9|3 33 
33 1 


5x-4y=2 ii 725x-180y=90 2 
5x-—4y=5(2)-4(2) تكافئ‎ 
5x- 5)2( = 4/- 4)2( تكافئ‎ 
5)×-2( = 4)(- 2( ¿S 
keZ إذن : 1 2-2-4 حيث‎ 
5x4k=4(y-2) : منه‎ 


y-2=5k : أي‎ 
a x=4k+2 Dek 
E Fa Fy SK E2 y SS s 2 s 


-2<x-y+1<2 ¿S |x-y+1|<2 —3 
-2>)41+2(-)5122(+1>2 LAS 
-2<4k+2-5k-2+1<2 ii 
-2 <=k+T<2.., aS 
= فى 7ع‎ 
-1<k<3  نئفاكت‎ 
rem كاف ا2ا‎ 
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a= 50 F 
E. Sra 2.4 
95-20 toa +2 


a44 3 TREN 
5-2 ع 2م‎ 
50+ 2-4 +4 1 إذن‎ 


205 + 2-2 8+6 


أي } اكوا ا بده 
Z GPS aS p 4= 0‏ 
أي ke Z e B=5k+2 sasaa y‏ (حسب السؤال (2)) 
OF 20+5 0-2 B‏ 


نعوض ى و 8 في المعادلة (2) 
k + 2( - 2(5 kK +2) 4= 0‏ 4مك + *(2 + 6 2(4 
أي 0+ - )4 + kK? + 20k‏ 2)25 -10 +ع 20+ )4+ 16k‏ + 2062 


32 12+ 32k +8 + 201+ 10-50 © -40 أي 0= 8-4 -ع‎ 
- 18K? + 12k+6=0 : أي‎ 
k أي : 0 315-21-1 معادلة من الدرجة الثانية ذات المجهول الضحيخ‎ 
A=4+12=16 
Pr: L FE. IA Tatá 
E N ka 2+4 _ 
uasa K; 6 3 1 6 


ةا ]== ام مقبول <o) 5 >6 ¿N‏ 5) 
(6<B) 6>7 I Jsi B=5+2=7‏ 
a=‏ في النظام ذو الأساس 6 منه 2-2 + 0-56 
2 = 5 في النظام ذو الأساس 6 < 104 =2 + 6 × 5 + 6-2136 
لتكن المعادلة .2 - :8-133 43 .........(*) ذات المجهولين الصحيحين x‏ و y‏ حيث À‏ عدد صحيح ثابت 
1 - تحقق أن الثنائية (0 19 -:.2 3-) هي حل للمعادلة (*) 
2 -خل في 7*7 المعلد'ة (*) 
N 3‏ عدد طبيعي يكتب apapo‏ في النظلم ذو اسان 6 و يكتب BOY‏ في النظام ذو الأساس 5 
أ) بين أن ع 8 13 - © 43 
<( عين ٠ 8 ٠ o‏ 7 ثم أكتب N‏ في النظام العشري 
الحل 21 
=l‏ 1292+1302-2--(102-)13-(43323 
إذن : الثنائية (2 10 - : .2 3 -) هي حل للمعادلة (*) 
43x-l13y=) —2‏ تكافئ )102 136 x-13y=43(-3})=‏ 43 
43x-43C32)=13y- 136102) ¿S‏ 
تكافئ )102 + )13 =( 3+ »)43 
إذن : )13 = 37+ × حيث 7 126 
43x 13k=13(y +102) aù‏ 
yT ]02 43K ia‏ 
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= . 5 اه‎ si 
y=43k-10) ` جنر‎ 102-431 
0<y<4 3-ليكن 0>»>5 و 0>8>4 و‎ 
N=ax6 + Bx O + ox 62+ 8» 6 + a : 6 أ) في الأساس‎ 
= 1296 a + 216 8 +36 a +6 B +o 
= 1333 a + 222 B 
N=Bx5 + يرب‎ 52 +yx5+vy : 5 في الأساس‎ 
= 625 B + 25+61 
= 625 B +31 
1333 a + 222 B = 625 +311 نتيجة ؛‎ 


إذن : 3117 >8 403 -» 1333 (بالقسمة على (l‏ 


منه : 5 >8 0-13 43 و هو المطلوب 
ب) لدينا 8-7 ٠13‏ » 43 إذن : (9:8) هي حلول المعادلة :- 2-133 43 
مه خیب اسوك ارا فی eZ ese s‏ 
431-101 -8 
بماأن 0575>4 و 0<ce<5‏ و 4> 0>8 نميز الحالات التالية : 
الحالة (1) oy y=0‏ : | 16 9-13 
Y 0)‏ إذن =43k J‏ م 
إذن : 0= و B=0‏ (لأن القيمة الوحيدة ل k‏ حيث 0513455 .هي 1-0) 
إذن : 21-0 
asis k-s |, v1 O Gas‏ 
t 16: ©‏ 
0<13k-3<5‏ 
k-10 <4 J‏ 43< 0 
3<13k<8 |‏ 
10<43k <14‏ 
k > 3‏ > 3/13 
k < 14/43 J‏ > 10/43 
إذن : لا يوجد قيمة ل k‏ 
الحالة )3( .2= y‏ إذن e ERSE‏ 
0<43k-20 <4‏ 
أي | 11/13 > k‏ > 6/13 
k < 24/43‏ < 20/43 
إذن : لا يوجد قيمة ل k‏ 
آل دم 0K 9<5 | u‏ 
ا c la‏ 
k <14/13 À,‏ > 9/13 
k < 34/43‏ > 30/43 
إذن : لا يوجد قيمة ل k‏ 
iai‏ رئ 4= 05-125 
Aa O 9‏ 
k > 3 pe‏ > 12/13 
k < 44/43‏ > 40/43 
k=1 “L‏ 


3 


|: ١ أي‎ 
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اا اه 
B=43-40=3‏ 
نتيجة : B=3 4 asl‏ ؛ y=4‏ أو a=ß=y=0‏ 
إذن : 1999 = 4+ £ N=3 x 625 + 4 x 25 +4 x‏ أو 7243-0 

التمرين — 22 
pged(2505 ; 3006) œs — 1‏ 
لتكن في ZxZ‏ المعادلة م > ر 2-3006 2505 Z da )*(:4 y:‏ € ين 
2 — عين شرط على O,‏ حتى,تقبل المعادلة. )1( ,حلولا في ZXZ,‏ 
3 عين هذه الحلول من أجل. 2004 = » 


22 - d> 
3006 | 2 2505 | 3 ا‎ 
1503| 3 835] 5 
501| 3 167 | 167 
167 | 167 1 


1 
إذن : 501 = 167 pgcd(2505 ; 3006) = 3 x‏ 
2 إذا كان (x;y)‏ حلا للمعادلة )1( فإن »= نإ 2-3006 2505 


دين | 501 يقسم 2505 . m]‏ يقسم × 2505 


1 يقسم 3006 1 يقسم y‏ 3006 
منه 501 يقسم ر 2-3006 2505 
أي 501 يقسم a‏ 
نتيجة : حتى تقبل المعادلة )1( حلولا في ZxZ‏ يكفي و يلزم أن يكون 0 مضاعف للعدد 501 
3 2004 = » 
لدينا 501 × 4 = 2004 إذن : المعادلة )1( تقبل حلولا في 2 ×7 
x — 3006 y = 2004‏ 2505 تكافئ Sx-6y=4‏ 
Sx-6y=50)-6() ¿aS‏ 
¿aS‏ (6)1- ل 6= (5)2-× 5 
تكافئ  5(x-2)=6(y-1)‏ 
إذن : x-2=6k‏ حيث keZ‏ 
5Sx6k=6(y-1) : <‏ 
أي y-l=5k‏ 
x x=6k+2|... x-2=6k|. j a‏ 
sat ba‏ ا kezi‏ 
التمرين — 23 


لتكن المعادلة 0 = 14 - yv x‏ + × ن + x‏ 78 ....... )1( ذات المجهول × في مجموعة الأعداد الناطقة . 
u)‏ و V‏ عددين صحيحين) 

الجزء 1 

نفرض أن 6 هو حل للمعادلة (1) . 

1 بين أن العددين u‏ و v‏ يحققان العلاقة 1129 = 395 +1411 

2 — باستعمال خوارزمية إقليدس أوجد الثنائية (x;y)‏ من ZxZ‏ و التي تحقق المعادلة 14u+39y=1‏ 
3 تحقق أن الثنائية (9 : 25 -) هي حل للمعادلة 1= 39۷+ 14u‏ 

4 — إستنتج ثنائية (xo; yo)‏ حلا خاصا للمعادلة 1129 = ۷ 39 + س 14 ثم أعط Jal‏ العام لهذه المعادلة 
5 - من بين حلول المعادلة 9 = ۷ 39 + 14u‏ عين dal‏ الذي يكون فيه u‏ أصغر ء.د طبيعي ممكن . 
الجزء 11 

1 - حلل إلى جداء عوامل أولية كل من العددين 78 و 14 ثم إستنتج مجموعة قواسم كل Lagia‏ . 

2 ليكن ED‏ حل نادق للمعادلة (1) 
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برهن أن إذا كان P‏ و Q‏ أوليان فيما بينهما P cë‏ يقسم 14 و Q‏ يقسم 78 
3 إستنتج عدد الأعداد الناطقة غير الصحيحة التي يمكن أن تكون حلولا للمعادلة )1( aie‏ أكتب من بين هذه الحلول الموجبة 


. منها‎ 
5 23 — j] 
4 aE E EE CE 
78) E) 00 12-0 : إذن‎ (D) حل للمعادلة‎ × < l 
5-5 1459 دن‎ 14x39 v 6393-0: منه‎ 
78 ]اب‎ x 39u+39v-30=0 _, ¿sl 
2x142+14u+39v-39=0 آي‎ 
14u +39 v= 39-2 x 147 آي‎ 
i4u+39v=1129 مه7‎ 
3 
32 NS 14 jil IE =< 
1|1 9|3 111 28 |2 
2 3 11 
11 =39- 142) 
3=14-11(1) 
2=11-3(3) 
1=14-11(1)- 11 +3(3) TASAN 
1 =14-.11)2( +3(3) 3 


منه [(3]14-11)1 + ])14(2 — 2[39 - 14 = 1 
أي )1168 -(14)3 + (14)4 + (14-39)2= 1 


أي ])14(2 — 3]39 - )39(2 — )14(8 = 1 
< (14)6 + )39(3 — )39(2 - )14(8 = 1 
أي )5 -39+ )14)14 = 1 


مئه : الثنائية المطلوبة هي (x;y)=(14:-5)‏ 
350+351=1-=)39(9+)25-(14 
: فعلا الثنائية )25;9-( حل للمعادلة ldu+39v=1‏ 
نتيجة : 1= (39)9 + (25 -)14 إذن : 1129 = )1129 x 1129) +39(9 x‏ 25 -)14 
إذن : )1129 v = 14)- 25 x 1129) + 3909 x‏ 39 + ني 14 
14(u + 25 x 1129) = 399 x 1129 — v) sl‏ 
39 يقم X (U+25x1129)‏ 39 أولي مع 14 
keZ čs u+25x1129=39k‏ 
هنه : k= 399x1129- v)‏ 39 4% 
أي 9x1129-v=l4k‏ 
AZ‏ امم اما 5 E‏ 
=9x1129-14k 9x1129-v=14k‏ 
5 — نا عدد ظبيعي إذا و.فتط إذا كان u20‏ لأن ueZ‏ 
إذن : 0< 391-2511129 
a‏ لف 25 n‏ 
أي 723.71 kz‏ 
منه : 1<724 لأن k‏ صحيح . 
إذن : يكون u‏ أصغر ما يمكن إذا و فقط إذا كان k=724‏ 
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=E. Ë = 3902-25 x 1129= 11 ERE‏ ور و ل 
=S =9x 129-1472 =‏ 2 


s(È RY alg 5) (614-0 


XP FUR ERT EE =0 — 
ux P? xQ+yxPxQ =14 QF E : نه‎ 
منه‎ 


PQuP=vQ)=14+Q TSP 
up ةا دي‎ 
آي لك دير‎ 
. صحيع‎ p (٠ I ددد کچیے فان‎ u P = v Q - بما أن‎ 


أي Q‏ يقسم. 78 و OP‏ يقم 14 و هو المطلوب . (لأن ۴ و Q‏ أوليان فيما بينهما ) 
Q 3‏ يقسم 78 


عدد.قواسم 78 الموجبة هوا 8 


DASA E 
TEU أوليان فيما بينهما . و باعتبازا الاعداد‎ Q و.‎ P 20..طريقة مختلفة حيث‎ — P Q 


40 هو‎ )1( š 
SE E 


S2703 13 39 
فل كلد‎ EL E 
AT 


فان العددان 3+ م14 و Snl‏ أوليان فيما بينهما . 
2 إستنتج أن 87 1 eT a‏ 
3- عين حلا :١(‏ نا) للمعادلة 1= 31۷+ 87u‏ ثم إستنتج حلا (x;y)‏ للمعادلة 2= 31+ 87x‏ 


"== — 24 
1 - من أجل كل عدد طبيعي n‏ 
70n-14=1‏ 


5 أوليان فيا بينهما 


SLU 3‏ 
)29 -314 = )8710 
(28-:10) هي حل للمغادلة ‏ 2= ر 31+ 87١‏ 


87-5151 متهت وار 
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|6 31 |25 87 |31 

[4 251 62 
25 


(6=31-25)1 
A E256)‏ = 
نعوض (D)‏ و (2) في )3( فنحصل على : 
])25(1 — 4[31 - )1=87-31(2 
أي : )25(4 + )31(6—-1=87 O‏ 
نعوض )1( في (d)‏ [(4]87-31)2 +(1-87-31)6 
أي : )14 31 + )1=87(5 
نتيجة : الثنائية (14 -: 5) حل خاص للمعادلة 1= 87u +31 v‏ 
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+I السحور‎ 


المحور 2 : 


المحور 3 : 


المحور 4 : 


الفهرس 


5 

الأعداد المركبة 

حارل تمارين الكتاب المدرسي 
حلول لتمارين نماذج للبكلوريا 
التشابه المباشر 

حلول تمارين الكتاب المدرسي 
حلول لتمارين نماذج للبكلوريا 
المةاطع المستوية للسطوح 

حلول تمارين الكتاب المدرسي 
الأدداد الأولية 

حلول تمارين الكتاب المدرسي 


حلول لتمارين نماذج للبكلوريا 


TEL : 0773 26 52 81 
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دروس وما ريزياولة بالتمصيل 


حلول لجميع تمارين SUS]‏ العدرسئ 
حلول مفصلة لتمارين نموذجية 
حلؤل مفصلة لنماذج البكالوريًا 


السنة التالنة انوي r‏ 
علوم تجريبية × رياضيات * تقني رياضي  ١‏ 


ْ يسو الله الرحفن الوحيو سلسلة هبناج 


سلسلة هباج 


KIMOU. 
الرباصيات‎ 


Mathématiques 


حلول لجية شارين s | C‏ 
و نماذج للبكالوريا 


الجز £ الخامس 


| نة توي 


تقني رياضي ‏ رياضيات ‏ علوم تجريبية 


سلسلة هباج 


يسرني أن أتقدم بهذه السلسلة لطلبتنا الأعزاء في المرحلة الثانوية لكل الشعب 
العلمية منها و التكنولوجية . 


— محتوى هذه السلسلة ينطبق على البرنامج الرسمي الجديد المقرر من طرف 
وزارة التربية الوطنية . 


— يشمل هذا الجزء من السلسلة على أربع محاور من البرنامج : 
m‏ الأعداد المركبة 

Em‏ التشابه المباشر 

Em‏ المقاطع المستوية للسطوح 

ü‏ الأعداد الأولية 


- يعالج الكتاب الدروس النظرية معالجة تامة و قد حرصت على أن أضع لكل فكرة 
مثال توضيحي مفصل للتمكن من فهمها بشكل جيد ` 


— كما حرصت أن أعالج في نهاية كل درس + مجموعة تطبيقات للتصحيح الذاتي 
محلولة بالتفصيل التي تعطي نظرة شاملة للدرس . - 


- كما حرصت أن أعالج في نهاية كل محور + مجموعة نماذج بكالوريا محلولة بالتفصيل 
التي تساعد للتحضير لإمتحان البكالوريا و مختلف المسابقات . 


آملا بهذا المجهود المتواضع أن أكون قد وفقت في عملي . 
هباج جمال 


لصواني وهيب 
الهاتف : 81 52 26 0773 


سلسلة هباج 


الأعداد المركبة 


E * 8 0 1‏ 2: 
نددا مركبا کل مدد Z‏ يكتب من الث da Z= t ly‏ × و y‏ عددان حقيقيان و 1-- L‏ 


SOE 
C ملاحظة : نرمز إلى مجموعة الأعداد المركبة ب‎ 
يسمى الجزء التخيلي‎ y و‎ Re(Z) عددا مركبا فإن × يسمى الجزء الحقيقي و نرمز له ب‎ Z=x+iy إذا كان‎ 
. Im(z) و نرمز له‎ 
هو عدد حقيقي‎ Z فان‎ Im(z)= O إذا كان‎ 
تخيلي بحت‎ e a T z أن‎ Jä Re(z)=0 MIY 
Re(z) = Im(z) = 0 عذدا مرکا معدومًا إذااو ققط إذا كان‎ Z يكون‎ 
Z تسمى الشكل الجبري للعدد المركب‎ Z=x+iy تابة‎ 
E يان إذا و فقظ إذا‎ 
Im(z) = Im(z') 


الشنثيل الهندسي 
تنسب النسقوي العو مع نان ر متجانس OD)‏ :01 : ©) 

كل عدد مركب من الشكل (Ë =- 1 + JER + xER) Š= z=x+iy‏ له صورة في المستوي هي النقطة M‏ 
ذات الإحدائيات (xiy)‏ 


: هو أيضا صورة للعدد المركب 2 و العكس صحيح حيث‎ N J ewan 


كل M(x: y) ihi‏ من المستوي هي لاحقة لعدد مركب y z iy‏ 
كل شعاع v|‏ من المستوي هو لاحقة لعدد مركب y‏ 
١‏ 1 
L‏ 
Z‏ عدد حقيقى فان صبورته هي نقطة من محور الفواصك . OR ER‏ 
إذا كان Z‏ عدد تخيلي صرف ن صورته:هي نقطة من محور التراتيب 1 7 0 


المستوي في هذه الحالة يسمى المستوي المركب 

نشاط : 

المستوي منسوب إلى معلم منعامد و متجانس ):0( 

(P=) 2= + (1+) y-i S من المستوي‎ M(x;y) مجموعة النقط‎ (S) OSI. عددان حقيقيان‎ y و‎ x 

عين المجموعة (S)‏ في كل حالة من الحالات التالية : 

1 2 عدد حقيقي 2 z‏ تخيلي صرف 

الحل : 

لنكتب z‏ على شكله الجبرم 

tiy) # (y) i 

1 يكون ‏ حقيقي إذا و فقط إذا كان y-1=0‏ أي 1 
إذن : في هذه الحالة (S)‏ هو المستقيم ذو المعادلة 

2 يكون < تخيلي صرف اذا و ققط إذا كان 0< + غير آي غير 
إذن : في هذه الحالة (S)‏ هو منحنى الذالة f‏ المعرفة على R‏ ب x‏ -= 100 

مرافق عدد مركب : 

تعريف : Z‏ عدد مركب يكتب على شكله الجبري :1 +8 - 2 


XS (E جز ارال‎ by 1181 


نسمي مرافق 2 العدد المركب Z‏ و المعزف ب Z=x-iý‏ 


SG HE I E 225-37 24‏ 
تفسير هندسي : 
في المستوي :المركب إذا كانت M‏ صورة العدد المركب z‏ فإن M'‏ صورة العدد المركب Z‏ هي نظيرة النقطة M‏ 


بالنسبة إلى محور الفواصل . 
عمليات على الأعداد المركبة : 
Z‏ و 2 عددان مركبان يكتبان عل لهما الجيري على الثرتيد 
GIP PEK FIJI (KX) + 1) Fy) (*)‏ 
رمم zxz=(x+iyXxX'+iy)=xx+ixy+ix'y+iyy‏ 


ن : الجداء ZXZ‏ هو عدد حقيقي ٠‏ 
نتيجة هامة : لكتابة العدد 1/7 (حيث 0د 72) على شكله الجبري يكفي أن نحول مقامه إلى عدد حقيقي . 
EES l-i E ERE Da‏ كا 

Fe 1-0 Ae (1+i)|XI1- i) EE 2. 2 

التفسير wa‏ = > عددين مركبين 
في المستوي المركب نعتبر M. ALEN‏ صورة العدد المركب Z‏ و النقطة B‏ صورة العدد المركب Z‏ 
العدد Z+‏ هو لاحقة الشعاع 08 +014 حيث O‏ هو مبدأ المعلم 
النقطة 2 5 حيث إلرباعي OMSB‏ متؤازي أضلاع هي صو رة العدد المركب '2 +2 (الشعاع oS‏ هو محصلة 
الشعاعين OM‏ و M OB‏ 


1 أكتب كل من الأعداد B $ P‏ ؛ i‏ على شكلها الجتري 

2 ناقش حسب قيم العدد الطبيعي n‏ كتابة i‏ على شكله الجبري 

الحل: 

U 6 m ixi =i : E EE zd 
i= زر 2زم كر تكن‎ | 


Ki?‏ 0-4 فا 
إذا كان n=4k+1‏ ف 
إذا كان ü n=4k+2‏ 
إذا كان n=4k+3‏ .فإن,: 

لاحقة شعاع كيفي (مرجح جملة) := 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ([:0:1) 

20 و‎ ZA نقطتان لاحقتهما على الترتيب‎ B و‎ A 

AB هو لاحقة الشعاع‎ zp- zA المركب.‎ asal 

نتيجة : إذا كان a‏ و b‏ عددان حقيقيان حيث 670 +2 فإن مرجح الجملة ((5 : 8) : (8: f(A‏ له اللاحقة 

aza + b ZB 
a+b 

ملاحظة : يمكن لهذه النتيجة أن تعمم إلى n‏ نقطة مختلفة 

خواص مرافق عدد مركب : 

ليكن Z‏ و Z'‏ عددين مركبين . لدينا الخواص التالية : 


سلسلة هباج 


ne N* حيث‎ (z)=(Z)" _ 7 


2۶0 g (2)=2 = Ë 


2 مع 0ع‎ Cs 


bi 
تم - (2)م‎ +Z -2 معرف كمايلي‎ Z كثير حدود للمتغير المركب‎ p ليكن‎ 


1 أثبت أن : (2)م = (2)م7 

2 أحسب p(D‏ ؛ (1-1-)0 ماذا تستنتج ؟ 
3 إستنتج الجذر الآخر لكثير الحدود م 

: =" 


الك 


p(z) 
p(l) = J 
PC1-D=(-1-i +0 1-i)- 
HEr Ai 
1+2i-1)Ci)-2 
(-i)- 2 


ان 


°> 
0 = 
نتيجة : الأعداد 1 و l-i)‏ -( هي جذور لكثير الحدود م 
3 حسب السؤال. (1) فإن p(Z)=p(@)  :‏ 
إذن : p(-1-i)=p(C1-i)‏ 
pG 1+i)=0 r‏ 
منه : p(-1+i)=0‏ 
إذن : الجذر AY‏ ل p‏ هو 1+1- 
طويلة عدد مركب 


تعريف : Z‏ عدد مركب يكتب على شكله الجبري Z=X+iy‏ 
نسمي طويلة z‏ العدد الحقيقي الموجب الذي نرمز له ب |z]‏ و المعرف ب Izl = x+y‏ 


2 2 PET 
OF سس‎ 
l-i | JOFFE =2 


3= ول = *(3) +010- 3il‏ 
حالات خاصة : إذا كان 0 -2 lz|=0‏ 
إذا كان sz Z‏ حقيقي فإن طويلة Z‏ هي القيمة المطلقة ل z‏ 
إذا كان 2 عدد تخيلي صرف فإن طويلة. 2 هي القيمة المطلقة لجزؤه التخيلي 
خواص : Z‏ و Z'‏ عددين مركبين ٠‏ لدينا الخواص التالية : 


[z] = zl; 1 

xz =z x |z] —2 

|-z| = || 3 

s: 220 مع‎ a-a 4 
1 12| 

ne N* = ا‎ 5 


سلسلة هياج 


كر ESI + ll‏ 
عمدة عدد مركب غير معدوم 
تعريف : Z‏ عدد مركب غير معدوم يكتب على شكله الجبري Z=X+iy‏ 


في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس (O: Ol: OD‏ نعتبر النقطة M(x;y)‏ ذات اللاحقة <z‏ 
كل قيس بالراديان للزاوية الموجهة (Ol; OM)‏ يسمى عمدة العدد المركب Z‏ و نرمزبله ب Arg(z)‏ 
نتيجة : إذا كان 0 هو عمدة للعدد المركب Z‏ فإن كل عدد حقيقي من الشكل 21 2 + 0 حيث keZ‏ 
هو Laj‏ عمدة للعدد المركب Z‏ 


مثلا : لنمثل العدد M. Z=l1+i‏ 


— — m 
(Ol: OM) = 4 أن‎ hay 
Arg +i) = T +221 + 55 
e A البحث عن عمدة عدد مركب‎ 
M المركب 19+ 2-1 لاحقة للنقطة‎ M نعتبر‎ (O; Ol: OJ) في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و مجانس‎ 
: لدينا‎ OAM في المثلث القائم‎ 


OM? = OA? + MA? 
cos0= > 


OM 


.1 y 
sin0 = م‎ 


OM 


OM = (x? + y أي‎ 
x 


cos 0 = ——‏ لکن | |= x+y‏ 
k EE‏ 
m‏ = 290 
sin 0 =‏ 8 0 
x sin0 = —‏ 
cos0=— zl‏ 
نتيجة : عمدة العدد المركب Z‏ حيث Z=x+iy‏ هي العدد الحقيقي 0 الذي يحقق : fel‏ 
أمثلة : عين عمدة العدد المركب 1-131 - 2 Soe‏ 
2 
الحل : ليكن Arg(z)=0‏ 
ل - 0 ووه 
إذن : م م أي 
تلحدووو 
Izl‏ 
persi‏ 
cos 0= —‏ 
PENTA‏ 
ي 3 
sin 0 = —>‏ 
2 


منه : 21 2+ 22 >6 حيث keZ‏ 
3 


خواص عمدة عدد مركب غير معدوم 
Z‏ و 2 عددان مركبان غير معدومان ٠‏ 
Arg(z x z') = Arg(z) + Arg(z') [1‏ 


Arg( ) = Arg(2) — Arg(z) =Ë 

ne N* حيث‎ Arg(z") =n x Arg(z) -3 

نتيجة : الشكل المثلثي لعدد مركب غير معدوم 

إذا كان Z‏ عدد مركب غير سعدوم حيث طويلته ) = |z|‏ و-عمدته. 0 < Arg(z)‏ 
فإن كتابة z‏ من الشكل +isin0)‏ 0 وهء)] z=‏ يسمى الشكل المثلثي للعدد المركب 
مثال : 


z 


0==- x 
4 sin 0 = -— 
2 
z=N2 [eos(- Z.) + sin(- 2)] إذن : الشكل المثلثي ل 2 هو‎ 
: تطبيق‎ 
أكتب الأعداد التالية على شكلها المثلثي (باستعمال خواص الطويلة و العمدة)‎ 
z=(1+D(N2 -N6) — =3 z=1+i =i 
ro * 
P e 4 z=\2 6ل[1-‎ -2 
TETA 5 : : الكل‎ 
lI+il - -1+1ل‎ (2 T 
cos0= ل‎ 
0= &Z از ليكن‎ 6 215 + mh إذن‎ 2 
4 shi aaa 
1+i=N2[eos# +isin 2] : نتيجة‎ 
INZ- e e FE og -2 
cos 0 = 8 
2 ONO SFE Ok د‎ 
3 3 ONE OB 
S ا‎ es 
2 2 2 
(2-i 6= AN 3) نتيجة : ])2 )ما‎ 
la +DN2-iN6)l =l1+il x N2-i6 | =2 <23 =4 -3 
Arg((1 + iN 2- 6)) = Arg(1 + i) + Arg( EI) IC) 


a +( 2-i J6) = 4 [cost 5 ) +i sin(- &)] 
l+i |- لكا‎ s 
6 


2 N2 ملك‎ | 22. 2 


pz] Asa p ۹ CF) 


2-i 


5 


| 
أ 


سلسلة هياج 


T i 1 [cos 13 + زو‎ TE : نتيجة‎ 

الشكل الأسي لعدد مركب غير معدوم 

تعريف : العدد المركب الذي طويلته 1 و عمدته 0 حيث R‏ > 0 يكتب على الشكل الأسي كمايلي "أ حيث 
eË = cos 6 í sin 0‏ هذا الترميز يسمى ترميز أولر 

تعميم : إذا كان Z‏ عدد مركب غير مغدوم حيث |z| =Ü‏ و aë Arg(z)=0‏ 
Z‏ يكتب على الشكل الاي من:الشكل “ "م ]= <2 

ملاحظة : الشكل الأسي لعدد مركب يحتفظ بخواض الدالة الأنية كمايلي : 


C (+O) 


£ Q ee =e 
دستور موافر‎ 
Arg(z)=0 و‎ |z| > ) لیکن 2 عدد مركب حيث‎ 


“م 


من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم n‏ لديناا: 
z” = (£ ei)" = €" x e"? = t("[cesn 0 + i sin n 0]‏ 
إذن : ]0 [(cos 0 + i sin 0]" = €"[cos n 6 + i sin n‏ 


: نشاط‎ 
المرعية ا ی‎ as اسب‎ 
E 
2 š Bei š 1 
: الحل‎ 
ix 
3د‎ -2[cos 2 +isin 2]=2[} +B] =1 5 
sét - [cok £) +i sin(- 2)] - لاه‎ i 2] - 2-4 
58 š - +isik. ]= s[o+i]= 51 
: نشاط عكسي‎ 
: أكتب الأعداد المركبة التالية على شكلها الأسي‎ 
doD لمش ووو ا‎ . - Ti 
: الحل‎ 
|-7il =7 
cos0= 2 =0 
0-2 كت -0 وليك‎ +221 : o T 
sin 0 = 2= 


-7i=7[cos(- Z) + i sin(- a= 782 : نتيجة‎ 


| 3-3519 +29-32 


“a= EFS 

Z 2 

0= 5۳ إذن : 1 2+ 6-52 وليكن‎ N2 372 
4 4 EE | 

su E E 

32 2 

Sn 


نتيجة : ef‏ 02د [ كك م كد i= 32 [cos‏ 3-3- 
lı-il=(1+1=(2‏ 


سلسلة هياج 


sin = لك‎ 
2 


نتيجة : 1265 = ])2 l-i =N2 [eos 2) +isin(-‏ 
16e? sia‏ =[ 2ه -i3= N2‏ 1( 
البحث عن الجذران التربيعيان لعدد مركب على شكلهما الجبري : 


ليكن Z‏ عدد مركب يكتب على شكله الجبري =x+iy‏ 
نريد تعيين العدد المركب W‏ على شكله الجبري 18+ = س حيث =z‏ س لذلك نتبع الخطوات التالية : 


cos 6 = = 
so KE S] 2 
بد‎ 


w= (a +i B= 2+2168م- تن‎ [1 
انوا‎ = Iwl = a + 2م‎ 4 
اتا‎ = |zl 


E Re(z) ١ ¿à 82-2 اذا کان‎ 3 


بجمع (1) و (2) نحصل على : 0 
ty E‏ جع JE‏ 


2 


2 
LFL F ردي‎ ç 
a= | er إذن : يكفي أن يكون‎ 


2 


x 


2 
نعوض 0 في المساواة (3) : B=y‏ 


نتيجة : أحد الجذور التربيعية للعدد المركب 137+ - 2 هو العدد 
حيث +z] z0‏ 

ملاحظة : للحصول على الجذر الاخر يكفي أن نأخذ (w)‏ 

مثال : عين الجذر التربيعي للعدد -8+6i‏ 

الخل : ليكن ‏ 61+ 8--8(2 1+ ») 


- 810 الم 


6 

P= 2a 25 =: 

نتيجة : 1+31- 18+ 0 أي (+3i}=-8+6i‏ 
و الجذن الآكر 1-33 (Arj‏ 

البحث عن حلول معادلة من الدرجة الثانية ذات مجهول مركب 2 
لتكن المعادلة 0 bz + c=‏ + 22 2 ....(1) ذات المجهول المركب Z‏ حيث coe b ¿ a‏ أعداد مركبة معلومة حيث 0 3:2 
المعادلة )1( دائما تقبل حلولا في مجموعة الأعداد المركبة C‏ كمايلي : 
l‏ نحسب A=b2.dac jadi‏ 
2 إذا كان 0= 4 فإن المعادلة )1( تقبل حلا مضاعفا لع دوع 


3 - إذا كان A20‏ فإن المعادلة (1) تقبل حلين متمايزين ,2 و ر as Y aa‏ او EY‏ - يع 
و W‏ هو أحد الجذور التربيعية للعدد المركب si A‏ 28 
مثال : حل في © المعادلة RERE 22+)3-21([2+5-51-0  :‏ 
الحل : (4)1()56-51- 41-06-21 
=9—]2i—4-20+20i‏ 
=-15+8i‏ 
(a +i p?‏ = 


لنبحث عن © و B‏ كمايلي : 
7 = 289[ = 64 + 225( = 82 + 152 |ح ادا 


oer د‎ kaya } 2 I وك اد سير‎ 
[+دم‎ ” p=82J * SS 


2a 
1+41 : هو‎ A نتيجة : أحد الجذور التربيعية للعدد المركب‎ 


GORAN E EE 
2 2 

|] - 0-2305 CADE Foi 

= : =. 


Zi 
| : منه : حلول المعادلة )1( هي‎ 


22 =-1+3i 


البحث عن الشكل المركب لتحويل نقطي مألوف 
المستوي منسوب إلى معلم متعامد و oilai‏ ([:7: 9) 
N(x ; y)‏ و N'(X'; y)‏ نتطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب Z‏ و '2 
1 الانسحاب : ليكن vfa)‏ شعاع غير معدوم من المستوي . 

N' إلى‎ N يحول النقطة‎ L هو الانسحاب للمستوي ذو الشعاع‎ T 

NNT 139 

منه : 2-2-00+18 

أي : 1+ ن +2-2 و هي العبارة المؤكبة للإنسحاب الذي شعاعه T‏ 
خواص : الإنسحاب هو تحويل تقابلي للمستوي و تحؤيله العكسي هو الإنسحاب ذو الشعاع ا - الذي لاحقته 8 1- ين - إذن 
عبارته 8 2-2-0-1 
2 التحاكي : لتكن  B)‏ : »)۷ نقطة ثابتة من المستوي و k‏ عدد.حقيقي غير معدوم 
h‏ هو التحاكي للمستوي مركزه W‏ و نسبته k‏ و يحول N‏ إلى N'‏ 
إذن : WN'=k WN‏ 
Zz - (œ +i 8) = k[z-— (o +i 8)] : 4i‏ 
هنه : ()- 8()1 1+ 0) + 2 z=)‏ هي عبارة التحاكي h‏ 
3 الدوران : لتكن wa; B)‏ نقطة ثابتة من المستوي و 0 عدد حقيقي 
R‏ هو التوران لدو W‏ و زاويته © و يحول النقطة N‏ إلى N‏ 
eka‏ 
WN" = IWNII j‏ 
Arg(z' — (a + i 8(( — Arg(z — (a +i B)) =0 F =‏ 

2 -(a+iB)|= |z- (a +i 8)| 

A و2‎ 

Z-(a+i8) 
En A 

Z-(a+iß) 


إذن : 


سلسلة هباج 


Z'-(a+iß) 

Z-(a+iß) 

z—(œ+iß)=(cos8®+isinð®[z-(a+iß)] : أي‎ 

R هي عبارة الدؤران‎ = (cos 0 +i sin 0( z + (æ +1 8(]1 - (cos 6 +isin0)] : إذن‎ 

دراسة الحالة العامة : 

ليكن ‏ التحويل النقطي للمستوي و الذي يحول النقطة N‏ ذات اللاحقة 2 إلى النقطة N'‏ ذات اللاخقةء 2 حيث 
Z=az+b‏ حيث b s a‏ عددان مركبان و 270 . نميز الحالات: التالية* 

1 إذا كان 1= ه فإن f‏ هو الإنسحاب الذي شعاعه ذو اللاحقة :ا 

2 - إذا كان (41 - ae R*‏ فإن f‏ هو التحاكي الذي مزكزه النقطة الصامدة ذات اللاحقة 5 ES‏ 
zg‏ 


3ب aS‏ ين عه Êd la Lan‏ هو الدوران ,الذي مركزه النقطة الصامدة ذات اللاحقة م و الزاوية 0 
S:‏ 


= cos 6 + i sin 6 : 53 


حيث 0=Arp(a)‏ = =< 
مثال )1( : المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس OJ)‏ ;01 ;0) 
t‏ هو الإنسحاب الذي شعاعه xf?)‏ 
1 عين العبارة المركبة للإإسحاب t‏ 
A 2‏ نقطة لاحقتها 1 - 3 . عين لاحقة النقطة A'‏ صورة A‏ بالإنسحاب t‏ 
الل 
1 لتكن M‏ نقطة لاحقتها z‏ و M'‏ نقطة لاحقتها z‏ 
M'‏ صورة M‏ ب t‏ إذا و فقط إذا كان (2+1 -) +2 >2 و هي عبارة الإنسحجاب t‏ 
2 من أجل 7-3-1 فإن” z=3-i-2+i=1‏ 
إذن : لاحقة النقطة A'‏ هي 1 أي (0:; ۸)1 
مثال (2) : h‏ تحاكي للمستوي مركزه A‏ ذات اللاحقة 21 +1 - و نسبته 3 
عين العبارة المركبة ل h‏ ثم لاحقة صورة النقطة B‏ حيث B‏ هي النقطة التي لاحقتها 3-21 - 
الحل : لتكن Z=az+b‏ عبارة التحاكي : 
النسبة هي 3 إذن : 823 
لاحقة المركز هي 14+21 - no‏ 22# إت في b=0—314+29‏ 


منه : b=2-4i‏ 
إذن : عبارة التحاكي h‏ هي : 41 لصا 
من أجل [3-2-=2 فان 9072-41 8C3‏ 
أي :1021 ف 7ك qz‏ هي تة ور B‏ 
مثال (3) : عين العبارة المركبة للدوران الذي مركزه A‏ ذات الفة ا 2123 و زاویته T‏ 
الحل : لتكن z+‏ 8 - '2 عبازة الدوران 2 


= cos + i sin كد‎ oa T Aya 
a Sosi A از اویه الدوران هي 3 إدن‎ 
TEE منه‎ 
2 2 
BZ TET E RES ز الدوران‎ aay 
= 20-0 چ تن‎ 2 L هي‎ d$ أحقة مركز‎ 
b Za ¿l 
2 2 = 
N 
2= 2 
— Ju ع ا‎ - 
GANE د‎ 
Ç : 
b=-1 أي‎ 


سلسلة هباج 


نتيجة : عبارة الدوران هي : z- B)‏ 
حل معادلات من الدرجة الرابعة (مضاعفة التربيع) 

لحل المعادلة 0 - ع +822 +324 (820) في © نضع z =t‏ تم نحل المعادلة 0 +٠‏ 1ط +212 ذات المجهول 
المركب t‏ و لتكن t‏ و b‏ هذه الخلول (يمكن أن ايكون 15> (t‏ 

إذن : حلول المعادلة 0 - + 22 6 +224 هي الجذور التربيعية للعددين را و 12 

حل معادلات من الدرجة الثالثة : 

لحل المعادلة 0 -<4 + 2ع + 22 + زج (a=0)‏ في © نبحث عن أحد حلولها الخاصة da)‏ حقيقي + حل تخيلي صرف 
أو حلان مترافقان) ثم بإجراء القسمة الإقليدية نحصل على الحلول الأخرئ”: 


الجذور النونية لعدد مركب على شكله المثلثي 

لیکن Z‏ عدد مركب على شكله المثلثي z=R(cos0+isin0)‏ حيث R>0‏ 
ase `n‏ طب أكين bba‏ من E‏ 

كل عدد مركب W‏ يحقق =z‏ "س هو جذر نونياللعدد Z‏ 

للبحث عن w‏ على شكله المثلثي w=r(cosa +1 515 0©( gi‏ 

[r(cos a + i sin a)]" = R(cos 0 + i sin 0) يكافئن‎ w'=z : إذن‎ 


Jes‏ و 
na=0+2xk‏ حيث keZ‏ 


FAR Ja 
EE AN 
n n 


ملاحظة : كل عدد مركب له n‏ جذر نوني مختلف (n>1)‏ 
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سلسلة هباج 


حلول تمارين الكتاب المدرسي 


في كل تمازين هذا المحور نعتير المستوي المركب منسوب إلى معلم y alaia‏ متجانس (1:1 :0) 


التمرين — 1 

: في كل حالة من الحالات التالية‎ |z| š Im(z) و‎ Re(z) os 

2-1-2 sr 2-3+21 1 

5 131 5 9ل 5ه 

2-- 13 =6 EA i 

ETE, 
2 Re(z) Im(z) 2| 
3+2i 3 2 9+4= 3 
IFS EEG 3 ]1+9-0 

s nat‏ 0 قله :1 1 قل 
3 3 3 3 


ia j> REIN? 1 (9x2+1 - 19 
5-7 |S | 0 | 15-0171-1017 - [5 (ass) 
-B E 1 E E ل‎ 


التمرين ‏ 2 
Z‏ عدد مركب z=(x + x) + i) +y-1) dya‏ 
عين العددين الحقيقيين X‏ و y‏ حتى يكون العدد المركب Z‏ معدوما . 


الكل 2 
Z‏ معدوم إذا و bë‏ إذا کل 
Im(z) = 0 >‏ 
أي } x +x=0‏ 
X +y-1=0‏ 
x e(0;-1)‏ 
x +y-1=0‏ 
من ايل 0 0 1 كر Jee‏ 
من أجل :x=-1‏ 0= 1-- +1 إذن : 0= 
نتيجة : @;y)e((0;1);G1;0)‏ 
التمرين = 3 
1 — عين إحداثيات النقطة D‏ ذات اللاحقة 31+ 03 
2 عين لواحق النقط C + B + A‏ حيث )4([3:;1 ؛ (8)0:2 + )1-;3 CCN‏ 
الحل - 3 
1 إحداثيات D ikid‏ هما (N3:3)‏ 


آي 
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2 - لاحقة النقطة A‏ هي العدد المركب 3+1 
لاحقة:التقطة B‏ هى النحد المركب Zi‏ 
لاخقة النقطة C‏ هي العدد المركب” 3-1 - 

التمرين — 4 

إليك الشكل المقابل . 

ليكن z‏ عدد مركب نضع 12+ 3-'2 

أكتب العدد ' على شكله الجبري في كل حالة من الحالآت التالية : 

z 1‏ هو لاحقة النقطة A‏ 

z 2‏ هو لاحقة النقطة B‏ 

33ص z‏ هو لاحقة النقطة C‏ 

الل — 4 


2-3 +21 : إذن‎ A هو لاحقة النقطة‎ z 1 
Z= ل‎ r GA 
Z = 3 *-3 L= 2 : أي‎ 
SEA E) 
Z=-2+1  : إذن‎ B هو لاحقة النقطة‎ z —2 
2-3 +1)-2+3( : < 
z=3-2i-1 آي‎ 
2-0-1 أي‎ 
z=-2i : 03 C هو لاحقة النقطة‎ 2 3 
z=3+i(-2i) < 
EA أي‎ 
z=5 أي‎ 


التمرين — 5 
A‏ نقطة من المستوي لاحقتها العدد المركب a=-1+2i‏ 
عين العدد المركب Z‏ حيث تكون صورته النقطة M‏ نظيرة A‏ بالنسبة إلى : 


أ) مبدأ المعلم ح) حامل محور التراتيب 
ب) حامل محور الفواصل د) المنصف الأول . 
1 =5 


۸) 1:2( : إذن‎ A لاحقة النقطة‎ a=-1+2i 


z=1-2i < M(1;:-2) à بالنسبة إلى مبدأ المعلم‎ A نظيرة‎ M (i 
z=-1-2i منه‎ MC1:-2) بالنسبة إلى محور الفواصل إذن‎ A نظيرة‎ M ب)‎ 
z=1+2i منه‎ M(1;2) بالنسبة إلى محور التراتيب إذن‎ A iM ج(‎ 
Z= i منه‎ M(2:-1) بالنسبة إلى المنصف الأول إذن‎ A نظيرة‎ M (a 
6  نيرمتلا‎ 
: أعط مرافق كل من الأعداد المركبة التالية‎ 
د‎ I EST O ME SS 
2 6 الحل‎ 

2 3--133 2+4i=2-4i 

53+31 3 2351233 
الا ج 2-9 
Z‏ عدد مركب حيث 41 + 2-3 . أحسب 7 × 2 ثم أكتب على الشكل الجبري العدد المركب X‏ 
الخل — 7 = 


25 -16+ 412-9)-32-(41- 41()3 + 3) - 2 »اج 
P E = u E‏ 


= x 


2 Z z ¿z 25 25 25-23 
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سلسلة هباج 


التمرين ‏ 8 
Z‏ عد مركب حيث Z=2+i‏ 
أكتب كل من الأعداد التالية عى شكلها الجبري : 


?2i š 21 2-5-3 5 l,i‏ ل 
z z z z z z‏ 
الحل ‏ 8 
لدينا : zZ=(2 +Q -i)=4+1=5‏ 
نا 1 TAROT‏ حل او E‏ مه E‏ 
Z: = ZZ 5 5 00‏ 
3-—i_Z(I+2i)-z(3- i)‏ 1+21 
z 22‏ 2 
(2-D1 F2D-(2+D0G-D‏ _ 
5 
=2+4i-i+2-6+2i-3i-1‏ 
5 
EER‏ 
3 
z gly‏ و LES 32550 590652 DEDE‏ 
z 2 22 5 SE ETE‏ 
أكتب الأعداد المركبة التالية لى شكلها الجبري : 
E E 1 5 = t 1‏ 
1-i i‏ 33+12 31-5 
الحل ‏ 9 : 
ا ل e‏ 
i i 21 1‏ 
LEE IEE L 1.‏ 2 کے 
Pai I AOI 2 E‏ ا 
Koa si NE SES O‏ 
SAN 3 927 C H T‏ 321127 
REE ES s IE E‏ 
ST SEIS STI DSS 4 34 PRAE‏ 
أكتب الأعداد المركبة التالية على شكلها الجبري : 
HEIR 1+i 5+15i i 4-6i‏ 
i 3N 1+2i 3+2i‏ 
الحل — 10 
4-=6i 4=6i 3 21 2281 184 12 226 us‏ 
3+2i 3 21 I 9+4 13‏ 
ا 35 _ 5-101+151+30 = S" Di 2 52151 1-2i‏ 
FEZI PFZ 1-21 1+4 5 5‏ 
EE ETE ITE FE EE)‏ 
3-iN2 = 3i2: 3F 2 9+2 11 11‏ 
SEBREKE _‏ لسكا 
التمرين ‏ 11 2 15564 1-i Eê EI‏ 


أكتب مرافق كل من الأعداد المركبة التالية على شكله الجبري : 
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zd ç 0 +2 ° + -jt 
11 - الحل‎ 
: يمكن حل هذا التمرين بطريقتين مختلفين كمايلي‎ 
. أولا : إما نكتب هذه الأعداد على شكلها الجبري ثم نبحث عن مراققها‎ 
. ثانيا : أو نستعمل خواص المرافق و نحسب في نف الوقت‎ 
)1-1)2 +i) مثلا : لنبحك عن مرافق العدد‎ 
)1 -1()2 الطريقة الأول : 1-:25 1+ 5:1-25 2 - (ز+‎ 

إذن : [+1(23-1-3+ 01-10 E‏ 
الطريقة الثانية : 1+ 3= 1+ 21+ 2-1 > (1- 1()2+-1) =+ 1(56)2 -/1) > (1+ (I-DQ‏ 
إذن : نختار الطريقة الثانية لحل باقي التطرين كمايلي : 


(1+2 = (F2) 


SMSL (ES 2: 
=(1-4i-41-2i) 
=(-3-4i(1-2i) 
3-8 


220113221 


12  نيرمتلا‎ 
: فإن‎ O أثبت أن من أجل كل عدد حقيقي‎ 
£os.0 +i sin O وين د‎ 0 +i sin 20 
cos 0 —isin 0 112 الحكل لذ‎ 
cos 0 +isin0 _ cos 0+isin 0 _ cos0-+isin0 EG 
cos 6 - 1 sind  cos@0-isin 0 cos 6 + i sin. O 
_ (cos 0 + i sin 0) 
cos” 0 + sin” 0 
cos 0 + sin? 0= 1 ¿V = (cos 0 +i sin 0) 
حسب موافر.‎ = cos 2 0 +isin 2 0 


13 — cp yan 

3+i s 
* r Z. ليكن‎ 
7129-51 E 2 ووه‎ 


1 - برر دون حساب أن «2 +21 هو عدد حقيقي و أن 21-22 هو عدد تخيلي صرف 

2 أحسب 2+2 ثم 21-22 ثم إستنتج الشكل الجبري ل 21 

13 — dat 

Z=Z يكون عدد مركب 2 خقيقي إذا و فقط إذا كان‎ l 
Z=-Z يكون عدد مركب 2 تخيلي إذا و فقط إذا كان‎ 
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اتل هذه الخر اض هي )لوال SASS‏ 


3 +i a 
= ing i 
2=5i 2+5i 


نتيجة : 22 + =z‏ ر2 + < إذن 


97 —3=i TT 
s z z == Gq = 25) 
6 EE 

نتيجة : )7 — (ZI‏ - = 21-22 إذن : 27-22 تخيلي صرف . 


+Q +5‏ م جر 1()6- 3) _ 


-ج2 2 2 


“E ss 


21-22 


<S 


zı +22 e. 
@+5jbQ- 5i) 
>6-15i-2i-5+6+15i+2i-5 
4+25 
5-50 
29 
G 002-51 - )3 +12 +5) 
Z| -Z2 = 
(@+5i)Q- 5i) 
بف‎ 6- 15152215-52-6035 1 2+5 
4+25 
A 
29 EÊ يه + ره‎ = 2 
د منه بالج ا‎ 
چ وك‎ j 
EN 
ولط د لد كار‎ | 
29 29 
= 14  نيرمتلا‎ 
: المعادلات التالية‎ C حل في مجموعة الأعداد المركبة‎ 
(I-i)z=3+i —1 
3z-2+i=(1+i)z-1-2i —2 
G-47 siz —3 
zti zi ب‎ 
2-1 
: 14  لحلا‎ 
إنن : ة2‎ 1-572 =3 + E: 
E 
SEE BEÎ a 
1-i ا‎ ig 
1+1-1ز3+3د‎ Í 
1+1 
2-1-2 
2]3-)1 +i] -2-1-1-23 3z—2+i=(1+i)z-1-2i —2 
@-iz=1-3i 
1-31 i 
£ j 
=== 3 
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امل هذه الخو ام داك ل SE S‏ 


نتيجة : 22+ ,2 - 22 +27 إذن + 2 


نتيجة : (ZZ)‏ - = 2-22 إذن : 2-22 تخيلي صرف . 


)3 -i-si )3 + 1(2 +5 1) 


— = ود + ره 
(2+5i(2-5i)‏ 
=6-15i-2i-5+6+15i+2i-5‏ 
4+25 
2 2 
29 
(3.-i)2-5i)-(+i@+5i)‏ 
Zí -Z2 =‏ 
(2+5i(2-5i)‏ 
26-151<21-5-6-151-23+5 
4+25 
a‏ 
29 
نتيجة : A gE,‏ 
9 29 
E‏ 
29 29 
التمرين ‏ 14 
حل في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلات التالية : 
d-iz=3+i -1‏ 
3z-2+i=(1+i)z-1-2i —2‏ 
3ك B-47 =iz‏ 
8 2+1 
4- 2= — 
a‏ 2-1 
الحل ‏ 14 
رشك (1—i)z=3+i‏ إذن : z‏ 
أي 2 
أي 2 
ي 14+21 +2 
=i a 3 2-2 +1-)1+1(2-1-21.-2‏ 2= ]¥ 1)-2]3 
أي (2-iz=1-3i‏ 
i‏ نقحل در 
z‏ 2-1 
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Ei‏ لاقل 


Ais 
2-i 2+i 
د‎ 2+1-61+3 ` i 
i 4+1 2 
2-1-1 أي‎ 
G-42 -iz=0 sol G >40 27 = 
z[G -4i)z-i]=0 =. 
20 ° 
أي أو‎ 
)3-412-1-0 
2-0 
j i 
PH i 3 
Er 
2-0 
i z 
za ES rr. 
3-41 3+4i 3 
s. 
j j 
4 
9816 
Ir) 
أي أو‎ 
3ك‎ 
27 
21-00 کے هن‎ 2 7 
ا‎ 2 sa = 
zal تكاف»‎ 
2iz-21-2-1=0 ف‎ 
2 AS 
5 < 
21 1 
appa p a 
21-12 
21 5 
و‎ 
me ei 
2*1 $ 
ا‎ o | كفا‎ 
|== =. 
z=1) 
EE 
z3 4 تكافئ‎ 
ورم کچ5‎ 
22--1 +1  ةلداعملا‎ © حل في مجموعة الأعداد المركبة‎ 
15  لحلا‎ 
عفى الله ددع‎ 22-211 


dy < 
3 


16  نيرمتلا‎ 


حل في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلات التالية : 


)22+1-1(2+1-2(-0 —1 


SE 
— man = 2 
z 16 Ja 


OZ PTEN i” 9y=0: 1 


تكافئ 


تكافئ 
IO gE og‏ 
i@+1)=z-1 J ° 2+ [‏ 
¿us‏ 22-11 
UDI‏ 
Z=-l‏ 
تكافئ 


التمرين - 17 


أكتب بدلالة Z‏ مرافق كل من الأعداد المركبة التالية : 


2+3iz‏ + )1+42 :+060 ؛ 


Triz 


z+2 


5 
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Z-izZ+3z-3i 


سلسلة هباج 


17 — الحل‎ 
2-11 3 
)2+12()1+42-)2-12()1+42( 
E A 
Zt? 2 
Z —iZ-+3z-3i=(Z)+i(Z)+3Z+3i 
18  نيرمتلا‎ 


1 نقطة من المستوي المركب لاحقتها العدد المركب Z‏ 
عين مجموعة النقط M‏ من المستوي حيث يكون العدد 22 حقيقيا . 


الحل ‏ 18 
لیکن له k‏ =# 
ب حقيقي يكافئ 20 
2+1 
eR‏ 
2 


(x:y)#=(0:0) 
&+iy +1 
x+iy 
(x;y)=(0:0) ) 


| تكافئ‎ 
ER) 


: as 
عر‎ (¥ +1)+2xyi x—iy 
يزوج و ت‎ N 
x+iy x-iy 
(x;y)#(0;0) = 
š a DE للك‎ y m. 
EYE 
(x:¥)# (0:0) 
تكافئ‎ 


3 2 2 2 3 
KEY AR 2x y-x IY 
x2 + ر‎ x. + ر‎ 

تكافئ )0;0( (x;y)‏ 2 
[ 0 -:- ر + بر × ر 2 (الجزء التخيلى معدوم) 
x: (0:0) |‏ 

EY YO 
EOM كف‎ 

dl 5‏ 
@:y)=(0:0)] ¿as‏ 
š y=0] e‏ 1=0- +2 
إذن : مجموعة النقط M‏ المطلوبة هي إتحاد المستقيم ذو المعادلة 0 > y‏ (محوز الفواصّل) و نقط الدائرة التي معادلتها 
2-1-0 +× (مركزها مبدأ المعلم و نصف قطرها (I‏ باستثناء المبدأ ذو الإحداثيات )0:0( لأن (x;y)=(0:0)‏ 
التمرين ‏ 19 
A‏ 2 8 ع © . D‏ أربع نقط من المستوي المركب لواحقها على الترتيب 2-i g 3+ 21+ 21+41 + -2+i‏ 
برهن أن الرباعي ABCD‏ متوازي أضلاع 
المل ‏ 19 = = 
يكون الرباعي ABCD‏ متوازي أضلاع 13 و فقط إذا كان AB=DC‏ 
إذن : يكفي أن نثبت أن لاحقتي الشعاعين AB‏ و DC‏ متساويتين . 


gis 
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سلسلة هياج 


61+ دن + د (ز4‎ - ] + 41+ 223-1433 :AB لاحقة‎ 
CODE TSS so s Ni : DÓ لأحقة‎ 
جزم‎ DE E N as ليما‎ DC s AB. : 2525 
Ed متوازي‎ ABCD : منه‎ 
2 
لاحقة النقطة‎ zp على الترتيب . عين‎ C(0;2) ؛ < هي لواحق النقط (1: 8)0[3 ؛ (1- ;803 ؛‎ Zn t ZA 
. متوازي أضلاع‎ ABCD حتى يكون الرباعي‎ D 
ج‎ Se 20: الل‎ 
AB = DC متوازي أضلاع يكافئ‎ ABCD 
28 - Za =Z- 23.“  ئفاكي‎ 
2 ZZ 2 - ¿MS 
zo=0+2i +3 +i+ 3 +i  ئفاكي‎ 
zo=2 [5 +4i يكافئ‎ 


التمرين ‏ 21 
A‏ 28 © نقط لؤاحقها على الترتيب 21+ 3 -22i + -1+3i í‏ 
1 عين لاحقة النقطة 1 منصف القطعة [AB]‏ 
2 عين لاحقة المرجح © للجملة ((5 :  )©‏ (3- ;8) 4:2(5)) 
"= — 21 
لتكن za‏ ؛ zc t zg‏ لواحق النقط؛ C + B + A‏ على الترتيب 
wm‏ الل مد FHF A‏ 1- 21+ 3 
| لاحقة منتضفت [AB]‏ هي" 8 4 أي E23‏ 


<s‏ : لاحقةاالنقطة 1 هي ما 


2 ZA— 3 zp + 5 Zc 5 
RE E AC : هي‎ G لاحقة المرجح‎ 2 


2-3+ 5 
2(3+2i)-3(-1+3i)+ 5(-2 — 2i) 5 3 
شتت كاي‎ i, EER] 
Š ISEE في‎ s 
Z _ 6+4i+3-9i-10-10i i 
ر‎ a s 
4 2 
منه قط ل دوه‎ 


التمرين — 22 

i+ 2-i s 2+1 ثلاث نقط من المسنتوي الواحقها على الترتيب‎ C ؛ 8 ؛‎ A 

عين لاحقة النقطة D‏ حتى تكون النقطة ۸ مركز ثقل المثلث BCD‏ 

22 — =" 

لتكن م2 ؛ 28 zp t Zc t‏ لواحق النقط D + C . 8 , A‏ على الترتيب 

لاحقة مركز ثقل DCB àid‏ هي )2 +ع + (zp‏ 

إذن : تكون A‏ مركز تقل DCB Atdi‏ إذا وفقط إذا کان (zp + > + za)‏ = 2 

3 3 ZA = Zp t Zc + ZB 1 
Zp= 3 ZA — Zc = ZB 

25 32 T) (ü) Q — l) 

z>=4+3i 


aia 
: منه‎ 

التمرين — 23 
من أجل كل عدد مركب Z‏ نضع z=x+iy ġa f2) =2 -z‏ (مع × و y‏ عددان حقيقيان) 
بره أن y2— x‏ تم = Re(f(z))‏ 
Im(f(2)) = y(2 x — 1)‏ 
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23 — =" 
f(2) = z7 —z=(+iy/-(@+iy)= تم‎ — yx) + 1)2 xy- y) 
Re(f(z)) = x شر‎ — x + ان‎ 
Im(f2)=2 xy - y= y(2 »- 1( Hai 


C(2;0) ؛‎ BCN3;-1D هي على الترتهب لواحق النقط )1 ;4)3 ؛‎ Zc ؛‎ zg t ZA 

1 أحسب lza]‏ ؛ [zal‏ + |2| ماذا تستنتج ؟ 

الحل — 24 

lzcl=4+0=2 + ° |zpsl=(3+1=2 + 3ل د ايو‎ +122 TA 
. تبعد بنفس المسافة 2 عن المبدأ‎ Coe Be A إذن : النقط‎ 
2 هي نقط من الدائرة التي مركزها (0)0:0 و نصف قطرها‎ © (B , ۸ : منه‎ 


25  نيرمتلا‎ 

C » B 2 À‏ نقط لواحقها على الترتيب t Z4=2‏ 1- -م2 t‏ :24 +1 دج 

1 أحسب |2 - م2| í‏ امد و2*|. ؟ zel‏ 

2 إستنتج طبيعة المثلث ABC‏ 

25 — =" 

[ze-z. |= |: 1- 2| = 1 + 4= 5 انيد‎ 
اعد -ودا‎ = |-i-1-2il =|-1-3il =1 + 9= (10 
lzc-zal = |1+21-2|- |-1 + 21| = 1+45 


. متساوي الساقين‎ ABC < ۸8 = AC : نتیجة : |2۸ - 2| = |2۸ - 25| إذن‎ 2 
A iü ABC < A8 + AC = 802 : إذن‎ |zə - ام‎ + Ize- zal? =|zg — zel? 
. و متساوي الساقين‎ À مثلث قائم الزاوية في‎ ABC : خلاصة‎ 


التمرين — 26 

في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة النقط M‏ ذات اللاحقة 2 و التي تحقق المساواة المقترحة : 
|[z|=2 -1‏ 

2- 2= |32-ا 

ll? -2 Re(2)=0 -3 

26  لحلا‎ 


ليكن z=x+iy‏ لاحقة النقطة M‏ 
1 2= |2| يكافئ 2= x+y‏ 
يكافئ 4= x+y‏ 
إذن : مجموعة النقط M‏ هي نقط الدائرة التي مركزها ميدأ المعلم:.و نصف قطرها 2 T-‏ 


22> || كفن ل 2ل 312 


يكافئ 32 = إا 


يكافئ لك =+ x‏ 


+= day يكافئ‎ 


إذن M ma ss‏ هي الدائرة التي مركزها مبدا المعلم و نصف قطرها 2اا 

ni —-2x=0 تكافئ‎ |z2-2Re()=0 —3 

@- 12 +(y-02=1 تكافئ‎ 

إذن : مجموعة النقط M‏ هي الدائرة التي مركزها W(1;0)‏ و نصف قطرها 1 
التمرين — 27 
Z‏ عدد مركب . عين مجموعة النقط M‏ ذات اللاحقة 2 في كل حالة من الحالات التالية : 
1— ع او-ع| دان + [z+‏ 
ES} rey.)‏ 
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l2z-iļ=2 -3 

الحل - 27 

ليكن :13+« -2 (الشكل الجبري ل 2) 

[x+iy+1+2i[|=|x+iy-4| يكافىئ‎ |z+1+2il|=|z-4| -1 


[x+1+(y+2ji|=|x—4+iy|l يكافئ‎ 


Ser + ترد بن‎ = [Gery as 
xX +2x+l y2 +4y+4=x? =8x+16+y ¿aS 
lOx+4y-11=0  ئفاكي‎ 

إذن : مجموعة النقط M‏ هي المستقيم ذو المعادلة lOx+4y-11=0‏ 


= 2= |2-31| يكافئ 8-5 
يكافئ 2= [x +iy-3)|‏ 
يكافئ 2 kry=J‏ 
يكافئ 4= x + (y-3‏ 
إذن : مجموعة النقط 11 هي الدائرة التي مركزها )3 ; w(0‏ و نصف قطرها. 2 
Aker‏ 122-11-2 تكافئ 2= KHON‏ 
تكافئ |2x+i@y-1)|=2‏ 


4X+(Q y-1)=2 تكافئ‎ 
4x? + (2 y-1) =4 تكافئ‎ 


تكافئ 2-4( +4(y-1‏ 4 
Aa r‏ 7 
as‏ )+ 
إذن : مجموعة M ëJ‏ هي الدائرة التي مركزها )£ wO:‏ ونت فطريها 1 
التمرين ‏ 28 
a‏ عدد مركب حيث ‏ 2[ +2 1- 2 a=\2-‏ 
1-أخسب 2ه ë‏ 04 
2 أحسب lat]‏ ثم إستنتج lal‏ 
3- عين مجموعة النقط M‏ ذات اللاحقة z‏ حيث laz|=6‏ 


28 المل ب‎ 
02-2 - 2-21 2-22 + /2(-)2+ 2) =i 
=2- 2-21 4-2-2-2 
55-5-2222 
=-2 21+0 
a“ = [-2 (2(1 +i)? e 
= 8)1 +i? 
= 8)1 +21 -1( 
= 16i 
lal = |16il=16 2 
E h لكن‎ 
=|“ : أي‎ 
lal=2 : إذن‎ A ITE: ta 
lal.lzl=6 ¿äs |wz|=6 3 
2|z|=6 ¿as 
|z| =3 ¿aS 


21 


سلسلة هباج 


سلسلة هباج 


إذن : مجموعة النقط M‏ هي النقط التي تبعد بمسافة 3 عن iad‏ 
أي هي الدائرة التي مرذزها O(0:0)‏ و نصف قطرها 3 
التمرين — 29 
Z‏ عدد مركب غير معدوم . 
1 باستعمال البرهان بالتراجع أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم n‏ فإن : Arg(z") =n Arg(z)‏ 
2 إستنتج أن من أجل كل عدد صحيح غير معدوم Arg(z) =p Arg(z) GÉ p‏ 
"= — 29 
1 من أجل n=]‏ : الخادسية محققة لأن  Arg(z!) = 1 x Arg(z)‏ 
من أجل Arg(22) = Arg(z x z) = Arg(z) + Arg(z) = 2 Arg(z) :n=2‏ 
Saa Pas o‏ 
نفرض أن Arg(z") =n Arg(z)‏ من أجل n>2‏ 
هل Arg(z™') = (n + 1) Arg(z)‏ ؟ 
لدينا : Arg(z™') = Arg(z" x z)‏ 
Arg(z") + Arg(z)‏ = 
=n Arg(z) + Arg(z)‏ 
=(n+ 1) Argiz)‏ 
إذن : الخاصية صضحيحة من أجل ا( 1 
نتيجة : من أجل كل عدد ganh‏ غير معدوم n‏ فإن Arg(z") =n Arg(z)‏ 
2 لیکن pe Z*‏ إذن : إما pan‏ أو p=-n‏ حَيَت nelN*‏ 
الحالة الأولى : p=n‏ حيث ne IN*‏ 
الخاضية محلفة لكا (D ia‏ 
الحالة الثانية : p=-n‏ حيث ne IN*‏ 
إذْن : ze = z"‏ 


منه : — د 


Arg) = Are( ) : إذن‎ 

Arg(z2) = Arg(1)-Arg(Z) أي‎ 

Arg(7”) = 0 — Arg(z") أي‎ 

Arg(z”) = - n Arg(z) zai 

Arg(2) =p Arg(z) : <‏ لأن p=-n‏ 
نتيجة : من أجل كل عدد صحيح غير معدوم n‏ فإن Arg(z") =n Arg(z)‏ 
التمرين ‏ 30 
z‏ عدد مركب غير معدوم |z| =R ¿x‏ و Arg(z)=0‏ 
عين عمدة و طويلة كل من الأعداد التالية : 


me Z* da n co 3 7 32 
z š 30 — الحل‎ 
z= R(cos 0 + i sin 0) : اا إذن‎ 8 ) 
Arg(z) = 8 
-z=- R(cos 6 + i sin 0) =l 


= R(- cos 6 - i sin 0) 
= R[cos(z + 0) + i sin(n + 0)] 
اع ذا‎ =R j: 75 
: إذن‎ 
Arg(-z) - 2+0 
Z= R[cos 9 - i sin 0] = R[cos(- 0) + i sin(- 6([ 2 
|| =R e z 
arg(z)=-0 J 
22 


سلسلة هباج 


E 
} EEE aZ } -23 
Ar(+)=- Are( )=0- Argo) 


IR? } TA |z 12121 قت‎ 
Arg(z2)=3 0 š Arg(z ) = 3 Arg(z) 
d_i وا‎ 
El F | ا‎ er 
Arg( x) =-n0 Are( )=0- Arg’) 

31  نيرمتلا‎ 


0 و عمدته‎ R عدد مركب غير معدوم طويلته‎ Z 
: عين طويلة و عمدة كل من الأعداد التالية‎ 
م‎ 5 aE 3 z Pe 
اتاو‎ 
. في هذا التمرين نستعمل الخاصية التالية : 1 عدد مركب غير معدوم‎ 
Arg(t) = 0 عدد خقيقي موجب فإن.‎ t إذا كان‎ 
Arg(t =۲ عدد حقيقي سالب فإن‎ t إذا كان‎ 
Arg(t) = ۸/2 عدد تخيلي طترف و جزؤه التخيلي مَوَجَب فإن!‎ t إذا كان‎ 
Arg(t)=-7/2 عدد تخيلي صرف و جزؤه التخيلي سالب فإن‎ t إذا كان‎ 


Arg( $ ) = Arg(2)- Arg(4) = 0 t J = £ = 5 E, 

Arg ) = Arg(-7)- Arg(2) = x - 0 t z|- = zn ّج‎ 

Arg(2 i 2) = Arg(2 i) + Arg(z)= 2+0 ؛‎ l(2izl =|2il x lz| = 2R _ $ 

Arg(i z2) = 5 Argl z) = S[arg(i) + Arg(2)] = 5 (& +0) 1 liz|5=(lil xlzl) =R° =A 


OAS 


IRI 


Arg( iz j)" =n Arg( iz) = n[Arg(i z) — Arg(R)] 0 iz 
are( IE) =n(2 +0) 


32  نيرمتلا‎ 

في كل حالة من الحالات التالية عين طويلة و عمدة العدد المركب Z‏ 

-isin Z] -1‏ & وم]4 = [sin Z +icosZ [ -3 2ı‏ 5 اديه 
hm] ~2‏ سإ دي 4- © z4 = sin & - i cos‏ 
"= = 32 

z= A[ços & -isin 2 [ _1 


4[cos(- a) +i sin(- )]‏ = شكل مثلثي 
إذن : lal|=4‏ و = Arg(2)‏ 
=-3[cos 2 +i sin [ -2‏ 2 
cos Z - i sin Z‏ -[3= 


š $ 
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اسلسلة هباج 
3[cos(r+ A) +isin(r+Z )]‏ = شكل مثلثي 


Arg) = +2 إذن : 2|=3| و‎ 
دده‎ 5 [sin 2 +i ب [ وه‎ 
شكل مثلثي‎ =N -.3)وه:]‎ 2 (+ isin 2 1 
Ama) - 2-5 إت 5 ادا و‎ 
=sin TZ -i x 
24 p e _ 4 
= EE T a 
cos( 3 s). i sin(Z 6 
ا شكل مثلثي‎ RE = C.) 
Arg) = = و‎ lz|=1 23 


التمرين — 33 


ER VAAN رومع‎ E A قاد نفلاك‎ 
24 2 2: i 23 2 2 Í £ 22 E t OE لوا‎ 
5ل[--ه2‎ ¢ i + Zé =-i t 2-3 

33 = j] 
في كل مرة نعتبر © هي عمدة العدد المركب و ۸ هي طويلته‎ 
شكل مثلثي‎ zı = l[eos & +i sin z] ngi جلا = ے‎ + E 


منه : 1-1 م 


Ži =2‏ + ادي إذن : ])2 z= 1[cos(z - 2) +isin(z-‏ شكل مثلثي 
2R š R =1 : 4‏ 

z= 1[cos(r + &) +i sin(r + 2([ a aaa; 526‏ شكل مثلثي 
,42 ين 0 وك 

ti =4‏ ی إذن : )+isin(- Z)]‏ 2 )د0»] 1 > به شكل متلثي 
ss mt R:= 1 ras‏ 

zs=3 =.‏ إذن : zs=3[cos0+isin0]‏ شكل مثلثي 

1[cos(- Z) + sin(- 2([ Jo Zze=-i 6‏ =2 شكل مثلثي 

=i 7‏ إذن. PE Amz]:‏ شكل مثلثي 

o) zs=- J5 8‏ : [7 مزة 1+ ع ومه] 5 = و2 شكل S.‏ 

-6+iN2 + E ns e 

E E‏ لتكن 0 عمدة له 


24 


1 


1+ 1-12 [cos $ +i sin 
لتكن 6 عمدةله‎ |3-31| = 9+9 =37 2 


aS E 

GE إذن‎ 32 2 
+ z sss EL ! 

32 12 


3-31-3012 [cos(- 2 ( +i sin(-Z )] : منه‎ 
“== 8 ۰ا لعن‎ 15-115 STTS - -2]5 -3 


- 6+ i 2 =2 2 [cos كك‎ için من[ کک‎ 
6 6 


التمرين ‏ 35 
أكتب الأعداد المركبة التالية على شكلها المثلثي . P‏ 
EE y zı =(2+2i)(N 3-i) -1‏ 
2+2i3‏ 
i ~4‏ حت 
Z= = -4 2= = -2‏ 
ga‏ 35 3+1ل0 Sk‏ 
في هذا التمرين نستعمل خواص العمدة و الطويلة كمايلي : 
کک E‏ +2 


aps 2[cos(- 3 + sin(-2 )] 

pa‏ د مر 

3 =) 2 )عي - رويد 

20 MENRES : إذن‎ 
4= 4[cos ) + i sin 0] -2 


+i sin Z]‏ 2 ومه]2 -1 + 3ل 


w 
D 


سلسلة هباج 


|z] - 4/2 - j A 
* Ra) 
E) TT 
Arg(z2) Š 6 


2[cos(- E +i sin(- 20[ $‏ حر 


i=3[es $ +i sin Z] = 


äl 


È 


are 
F 
lz; | - 4 0 
no n : إدن‎ 


إذن [es Z +isin Z sl‏ د ره 
Eeoa 4‏ 
+i= 2 [cos 2 +i sin Z]‏ 1 


a و‎ } : 
2 + إذن‎ 
0 SES E 
Arg(z4) =C 4 4 
2 =3 [eos(- Z) +i sin(- Z)] ده‎ 
36  نيرمتلا‎ 
z= 4+4 لیکن‎ 
1-13 


1 أكتب z‏ على شكله الجبري 
- أكتب Z‏ على شكله الماثلثي 


3 — اكتب على شكلها المثلثي كل من الأعداد 1 a UN‏ 
الحل ب 36 
ت E AE NE‏ 
EAT. ETRE‏ 
4+4iN3+4i-4 3‏ 1 
ES‏ 


AAS 7 43+4 


4 4 
2 و هو الشكل الجبري ل‎ = )1 -3(+ 1)1 +3 ( 
4+4i=4 2 [cos z + isin z ] 2 


1-i 3=2 [cos(- S sin(- 2] 


Arg) - 3 -) 2)= كد‎ 


z شكل مثلثي ل‎ z= ]د‎ [02 + isin 73 : نتيجة‎ 
1: E= 
“l [z] Je k= 


Areg( > J= = Arp(z2) = = 
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T T [eos(- Ta) +i ا( )مه‎ S 


سلسلة هباج 


سلسلة هياج 


|72| = |20 = (2 E | 
Arg(z™”) = 2009 Arg(z) = 2009 x = 
Or € HOQE ون‎ T ESN 
12 12 12 
Arg(22009) = _ = وہ‎ 
2209 = ONA ال‎ s +isin(- 5 )] 
= TS y 
ZI t 2 
Arg(Z)= Arg(|z|)- Arg(z) =0 - Jn = 71 : o 
12 12 
2-22 [cos(- 7 (+ )و‎ zI: : منه‎ 
371 الت‎ 
3 عدر‎ P. 
2(1-i) 
2010 S EI 5 Ë 
z EZ ؛‎ Z' : شكلها الجبري‎ e أكتب كل من الأعداد التالية‎ 
37 — J.a 


: لنبحث أولا عن الشكل المثلثي للعدد 2 كما يلي‎ 
2ل‎ + [6-2012 [cos £. +isin Z] | 
2) —i)=2N2 [cos Z.) +i sin(- F )] 


| - 22 = ءا 
منه N2‏ 


7 
ماسم‎ - $ - )- 2)- T 


نتيجة : )> z=cos( T ) +i sin(7‏ 
باستعمال قانون موافر نحصل على النتائج التالية : 
x Ta )+isin(6x 72)‏ 6 )ومن = zŠ‏ 


14070 | 12 
=cos(7 2 ) + 67 2 20 172 
= cos(3 اام‎ sin(3 >) 1 
20-1 30 
=-i 6 


z’? = cos(12 ç 72) +i sin(12 x 


cos7m+isin7x 
=i 


Z = cos(2010 x T2) + i sin(2010 a) 
cos(1172 +ع‎ 6 5( +i sin(1172 +ع‎ 6 5) 
cos( $) Ff sin(— ) 


=: 
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38  نيرمتلا‎ 
: أكتب على شكلها الجبري كل من الأعداد المركبة التالية‎ 
كل‎ £ iša i 3 
NS eoa: 1e" N E Ges 
= : 38 — J~ 
6e 4 = [eos 32 +isin3Z] 
- لخم‎ 2 [ 
2 
52-52-50 
EEE 0/5 [eos $E + i sin كي‎ 
=5 ]0-¡[ 
SNA 
te- $ [cos z+isin a] 
= 1+0i] 
=-1 
2 
BeF =2([3[<os(-2 n s )+isin(-22)] 
FLL. 
0 
=-3 -3i 
39  نيرمتلا‎ 
= : أكتب الأعداد المركبة التالية على شكلها الأسي‎ 
J. -3 2-2i 1 
1 23 AEE —2 
39  لحلا‎ 
2-21-2202 [eos(- Z) +i sin(- 2([ Z2 e + =i 
ia 
3013-31-6] )ده‎ 2 ( + sin(- 2([ - ç Š 5 
SE S Tot ل ا‎ 
a cosg + | 9 _3 
-1=l[cosz +i sin z] =e" j _4 
40  نيرمتلا‎ 
عين تكلا لتنا نل من ا‎ 
iz 
-N2 e 23 a Sr 
iz 
“e 22 
` 40  لحلا‎ 
it g a> CEYE) VBZ - 1> 67  ةيصاخلا في هذا التمرين د تعمل‎ 
-e 12 > "ع‎ xe =e” 17 - 2ع‎ E 
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سلسلة هباج 


أعط الشكل الأسي لكل من الأعداد المركبة التالية : 


iz ix 
ديه‎ )1-] e4 = درج‎ )2[3+ 6» 7 -1 
iz 
ومه)3 ديه‎ 2 -isin Z ) -4 2= (3+i 3)83 y 
1 a 41 الحل ب‎ 
رج‎ = (2N3+6i)e 2 s 1 
e iN قل‎ ia 
=4 s: le 
s [3 (os +i sin 2 e? 
e EX: 
=4N3e 3 xe? 
iS 
HNL 
2 =(V3+iN3)e $ = 
=s oL. iL] 
ET E. 
ت‎ iz 
= 6 [es $ +isin Z [ 
SENET 
SNORE TEE 
E 
26 e2 
iz 
z =(1-V2)e+4 9 ze 
= i 
=(N2- )cosz+isinz)e+ 
حل‎ z 
= (2-1) e 
isa 
= 012-15 
gg = 3(ços 2 -isin Z ) —4 


Po 2) Fi sin(- =] 


=3e 
42 — التمرين‎ 
: l على شكله الأسي ثم إستنتج الشكل الجبري ل 7 و‎ Z في كل حالة ممايلي اكتب العا المركب‎ 
z 

م ا 2— z=(I+i|3)'‏ 

1+i 

iz 

2-17 
الحل ب 42 


: في هذا التمرين نستعمل الخاصيتين التاليتين‎ 
cos 6 + i sin 0 = cos 0 - i sin 0 = cos(- 0) + i sin(- 0) = e° 


سلسلة هباج 


' 
l 


6(cos 0 + i sin 0) 5 é 
z= س‎ T T g= = 1 
(2 (cos +i sin & e 
6e” 4 4 ç 
z J e = x 
z e أي‎ 
Z= 6 E د للك‎ E 
wP ë £ 2 PST 
U s Fi E A, تة‎ 
E NAAT E BD SE 
2 CC) O s I s 
z= [2(cosZ +isin 2([“ 0ع إذن‎ [37-2 
4 
z= 16(cos Š +i sin a) أي‎ 
4L 
2- 3 أي‎ 
Aix 
2-6 taph كلانه‎ [=+ a 
l Í: OS ان‎ 
EE i z E 
z a BIN3 
z=3 xe"? x إذن : 3ی‎ EE 
isa 
2-386 6 أي‎ 
ا‎ E E 
= e aq s= ss E 
2-36 ]د‎ 2 al 2303 >i 
توق جه‎ E. 2e so el i 
2 3 2 2 AB 6 
43 — التمرين‎ 
: المعادلات التالية‎ C حل في مجموعة الأعداد المركبة‎ 
52+90 45 222-6z+5=0 =i 
z223 =07 6 Z +z+1=0 = 2 
2-807 - —7 z?=z+1 ت‎ 
27-2(1+2)z2+2(2+2)=0 8 Z2-_8V3z+64=0 -4 
43 — الحل‎ 
22-_6z+5=0 1 
4 - 36-4)2()5( = 36-40 = -4 
A= (2D : إذن‎ 


= 


منه حلول المعادلة هي } 


سلسلة هباج 


2 
7 


72-2212153 ک0 


A=1-4C1) 5) 
ES 
l RE منه حلول المعادلة هي‎ 
1+5 
zy 5 
27-8 [32+ 64 =0 sA 
A= 64 x 3-4 x 64 = - 64 = (8 
z= 83 =8 =4 3-4 
: إذن حلول المعادلة هي‎ 


2 
Z==j,[3 او‎ z 
2-2(1+/2)z+2( 2+2)=0 —8 
A=4(1 + 20[2+2( - 8)[ 2 + 2( - 12 + 82-82-16 = -4 = )217 


s ل‎ a s = (1+ 
= = : إذن‎ 
a = (42) 2: ori = (1+2) +i 


0 عدد حقيقي ثابت . حل في © المعادلة التالية ذات المجهول Z‏ : 


22- وم»)2‎ 6(2+1- 0 =i 
z —2(sin0)z+1=0 =2 
44 = الحل‎ 


z —2(cos6)z+1=0 =l 
cos? 0 - 1 =- sin 0 لان‎ A =4 cos? 0 - 4 = 4(cos? 0 - 1) = - 4 sin? 0 = (2 i sin 0) 


_ 2cos0-2isin0 _ t 
z = —— — ——  =cos0-isin0 z 1 
0 | إذن حلول المعادلة هي‎ 
هله 1 2 280 ر‎ SEO 
zZ2—2(sin0)z+1=0 —2 
si20-1=-cos20 لان‎ A =4 sin 0 - 4 = 4(sin? 0 - 1) =- 4 cos? 0 = (2 i cos 0) 
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2sin0-—2icos0 _ . 5‏ _ 
gS — sin —icos0‏ 
إذن حلول المعادلة هي — 
ووو زب ووز = 188 - يم 
التمرين ‏ 45 = 
حل في C?‏ الجملة التالية ذات المجهولين المركبين Z‏ و I. t‏ =“ 
z+t=-2 is y‏ 


إذا وجد Z‏ و t‏ فإنهما حلول للمعادلة 0= 5 +2 2+ ”2 (مجموع و جداء حلي معادلة من الدرجة 2( 
إذن يكفي حل هذه المعادلة في © كمايلي : 
A=4-20=-16=(4 i)‏ 


z=-2-4i 21-51 
2 t; إن‎ 


ز2 +1 آ24 = 
نتيجة + 13215-1-20 :)1221 ,21> نم 6 EV‏ 
تحقيق : GC1-20+CGC1+2i)=-2‏ 
(1-2D(-1+2)=1+4=5‏ 
التمرين ‏ 46 
أوجد العددين المركبين C‏ و B‏ ختى تكون حلول المعادلة 8-0 ٠2+‏ +22 في C‏ هي 1+21 و 3-51 
الحل — 46 


مجموع الحلين هو : 4-31-(1+21)+0-51 


)3-5101+21-3+61-51+10-13+1 : جداء الحلين هو‎ 
z -(4-3i)z+13+i=0 هي‎ (1+2i) و‎ G-59 المعادلة التي حلولها‎ : x: 
B=13+i y e=-(4-3i) : 
: بطريقة أخرى كمايلي‎ B يمكن البحث عن » و‎ : ata 
(z—-(1 +2 i))(z— (3 -5i)) = z-G- 5i)z-(1+2i)z+ (1 +2 i(3 -5 i) 
2 -z(3-5i+1+2i)+3-5i+6i+10 
= -(4-3i)z+13+i 


بلمطيقة مع 828+ فك poen‏ 
التمرين ‏ 47 
حل في © iad‏ 322+2-0+*2 
الحل ‏ 47 
نضع = و نحل المعادلة 0 =2 +31 +2 ذات المجهول المركب 1 
4-9-8-1 
2 ل t.=‏ 
إذن:: 
ge iss }‏ 
2-0 
منه : | أو 5 أي 2-2 ا 212 لی Zi‏ ار 21 
e‏ 
نتيجة : حلول المعادلة هي 2 1- ;1-152 ) 
التمرين ‏ 48 
حل في © المعادلة 144=0- 2-3227 
الحل ‏ 48 


12-32-1440 او‎ e 
A= 32) +4 x 144 = 64 xX 16+ 64 x 9 = 64 x 25 = (40)? 
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z = -4 
ze(2i;-2i;6;-6) : 33 ka 


2-6 
أي حلول المعادلة هي [6-: 21:6 -:21) 
التمرين ‏ 49 
1- حل في © المعادلة :0= 2 + 22-22 ثم أكتب الحلول على شكلها المثلثي . 
2 — إستنتج حلول المعادلة MD Ciz+3i+3)-2Ciz+3i+3)+2=0‏ 
الحل = 49 
A=4-8=-4=( D° 22420 l‏ 
سبح | ا د 
=1-i‏ 2 2 
+211 دير 
الشكل المثلثي للحلول : 


P z 1-i =2 [cos(- F) +i sin(- Z)] 
2 =1 +i =2 [cos(Z )+isin( 2)] 


t=-1Z-+3i+3 ) تكافئ‎ (D ¿ud 2 
iS EA 
{iz FIs 
تكافئ‎ 
te(l-i;1+i) 
]-i=iz+3i+3 A 
أو‎ p تكافئ‎ 
ار ل شنا‎ 3 
-iz=l1-i-3i-3 $ 
أو‎ p تكافئ‎ 
-iz=1+i-3i-3 
تكافئ‎ 


تكافئ (:4-21:2-2)» 2 و هي حلول المعادلة 
التمرين ‏ 50 
1 - عين الجذرين التربيعيين للعدد L=2-2iN3‏ 
2 حل في © المعادلة 2z +4iz+i[3-3=0‏ 
الحل ‏ 50 
1 ليكن ”)6 ea L= («+i‏ 1 ء واو BER‏ 
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I‏ (أنظر الدرس) 


£ 

FIL ZM Frat 

r E 
NEJ 


L=(N3-i : نتيجة‎ 
( B-1 =3-2iB—1=L : ġa 
22+4iz+i|3-3=0 -2 
A=-16-40Xi 3-3) =- احزذوب»1‎ 3 248 - 8 :]3 - 40-2 3) 
A= FE agi 
4-)2013-21(2 منه : 2)013-1([2] >4 آي‎ 
HO ODN BI 2 E 
š 4 4 Ml 
ECBO كل‎ 3, 7 
Š 4 4 2 


ا 


)x+21(”=-3 + 41 حيث‎ x عين العدد الحقيقي‎ l 


2 — حل في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة 0 -2-1-71 (41 -3) -22 
=a‏ 51 
ااج xX +4ix-4=-3+4i‏ > 41+ 3-- :21 +ع) 

& x +4ix=1+4i 


2 
2 
= 
)1 +21 =-3 +41 : نتيجة‎ 
2-0541 2-1-7120: 2 
دن‎ (3-47 -4-1-7D 
=9-24i-16+4+28i 
=-3+4i 
حسب السؤال الأول‎ = (1 +2 i 
P s 


2 1 
I EAA : إذن‎ 
== 3-4i+(1+2i T 


2 E 
52 — التمرين‎ 

OE z - )[ 3+1+2 (z+) 3-1( + ) 3 + 1(1 =0 ¿baad لتكن‎ 
(D) ثم حل في © المعادلة‎ )١13-1(2 أحسب‎ 

52  لحلا‎ 


(3-17=3-2 3+1 =4-2 3 
A= [(N 3+ + 2i] - 4[( 3-1) + (N3 + Di] 
=3+1 + 20/3 + 41013 + 1(- 4-4 3-1-41 3+1 
=2N3-4 3+4 
= 4-2 3 
حسب السؤال الأول‎ = )013:-1(2 


34 


سلسلة هباج 


3+1+21-013-1( $ 
a= — = LI+i : منه حلول المعادلة هى‎ 
[ د‎ as - 
3 2-1 = 
ا‎ 3 e 
53  نيرمتلا‎ 
222+ 3013 +1( 2+ 4-0 Zd © ثم حل في‎ ) 3+3 i أحسب‎ 
53 الكل‎ 
(N3+3D=3+6i3-9=-6+6INS 
A= )3 (3 +i - +4)2()4( 
= 27+ 6113-1-2 
=-6+6i 3 
جسب السؤال الأول‎ =) 3 + 3 iy 
CEB زا ف قا زا‎ AG AE Ke 
z= 4 = 7 ا ا‎ 
AG NEDENI TID EDEB SG el 
ج2‎ = = +—i 
4 4 2 2 


54  نيرمتلا‎ 

1 — عين الجذرين التربيعيين للعدد المركب 3+4i‏ 

2 حل في © المعادلة 9 -201 + 2+9 (21 +2)1 -22 
الحل = 54 

(a+ Bi) =3+4i یکن‎ 4 


qa [sas _ [Bril 
=2 ) : 2 eS 2 
آي‎ 


إذن : 4 


نتيجة : 41+ 3= (2+1) 


منه : الجذران التربيعيان ل 41+ 3 هما (2-1:2+1-) 

A=4(1+2 i) - 4(9 + 20 i) sa كَل‎ 2 
=4+16i-16-36-80i 

=-48-64i 

=-16(3 +4 i) 

= [412 + J 

=(8i- 4 

¡ 3_2 6-41 کی 

2 2 
a ل ا‎ E EE 


55 
1 تحويل نقطي للمستوي يرفق بكل نقطة M‏ ذات الإحداثيين  (x;y)‏ النقطة M'‏ ذات الإحداثيين Gy)‏ 
As‏ 2-3721 
TE‏ 
1 - عين إحداثيات A'‏ صورة النقطة A(-1;1)‏ بالتحويل T‏ 
2 عين إحداثيات B‏ سابقة النقطة (3 : 2-)'8 بالتحويل T‏ 
3 عين مجموعة النقط الصامدة بالتحويل T‏ 


الح ل 1-6 +(20 +301 حم 
1 لتكن A'x';y)‏ إذن : y'=5(-1)-3(1)=-8‏ 
< : (8 -: ۸)6 
š‏ 220-33-1 
2 لتكن B(x:y)‏ إذن : Í s‏ 
أي : -3x+2y+3=0‏ 
5-3-3-0 
نحل جملة المعادلتين كماايلي 
T =‏ 0 
=s‏ ا :| 
asi sy‏ قبل حك Sere SAI‏ 3 2 
إدن 9 x= = aw ss 6-9=-3 Iy‏ 
3-3 


نتيجة : BC3:-6)‏ 
3 لتكن w(x;y)‏ نقطة من المستوي . 
w(x ; y)‏ صامدة ب T‏ يكافئ T(w)=w‏ 


P يكافئ‎ 


3 3 
E Ta‏ 
يكافئ ا جملة معادلتين ذات مجهولين حقيقيين 
16-10=6= . 
إذن : الجملة تقبل حلا وحيدا [s Pea‏ 
E a=‏ 


= 
A~ 


vjr © 


نتيجة : توجد نقطة صامدة وحيدة بالتحويل T‏ و هي )3 : 
تحقيق : لتكن (ز: 4< صورة ( ل WF:‏ 


2 5 = z 
[sa ا(‎ 62523 = a 
: NECE 
كر ار د‎ s s 
x'=-3x+4y-12 : 3 PERRE] 
a | °= Masy) لتقف‎ Maiy) au ر تفلي سنوي يرق بل‎ T 
gE T عين مجموعة النقط الصامدة بالتخويل‎ — 1 


3 ثبت أن إذا كانت M‏ ليست صامدة فإن منتصف القطعة IMM']‏ ينتمي إلى مستقيم ثابت يطلب معادلته + 
3 أثبت أن M'‏ تنتمي إلى مستقيم ثابت يطلب معادلته 
الحل - 56 
1 لتكن w(x;y)‏ نقطة ن المستوي . 
w‏ صامدة يكافئ T(w) =w‏ 
يكافئ o‏ 
y = y‏ 
36 
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2-لتكن S M‏ ا M‏ لا تتطيق 
نسمي À‏ منتصف القطعة [MM']‏ 


A إحداثيات النقطة‎ A(X; Y) نضع‎ 
ا‎ 
Ba 5 أذن‎ 
ا‎ < 
2 
-3x+4y-]12+x 
Xz > 2 i 
-—x+2y-4+y a 
s 
E LES 
2 a) 
TLesx+6y-8 7 
Y= =< 9 
X=-x+2y-6 R 
0 "l 
== x+ y. 2 5 
1 214 
XAYIN Oy لك‎ tax م‎ 
3X-4Y=-10 أن‎ 
(y (مستقل عن × و‎ 3X-4Y+10=0 
يتنتمي إلى المستقيم ذو‎ [MM'] — u فإن‎ w تختلف عن‎ M نتيجة : إذا كانت‎ 
X=-3x+4y=12 
3 O MK: Yy a 
Y=-2x+2y-4 
4 2 4 
x+4y-12- x+2y-4) : منه‎ 
3x+4y-12+3x=4y+8 : آي‎ 
أى‎ 
X يبال‎ qa أي نه غ01‎ 
x-—2y+4=0 تنتمي إل تقيم ذو المعادلة‎ M' نتيجة : النقطة‎ 
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المعادلة 101-10 + ر 4= ×3 


X y-8 
x2 y=- 
Kay 


سلسلة هياج 


التمرين — 57 
ABC‏ مثلث . G » F » E‏ هي صور النقط A‏ , 8 ¿ © على الترتيب بالانسحاب الذي شعاعه AB‏ و 1 + J‏ 
K ٠‏ هي صور النقط A‏ ء B‏ ء © على الترتيب بالاتسحاب الذي شعاعة BC‏ 
أثبت أن © هي منتصف القطعة [IG]‏ 
الحز حلة م R‏ 
لديا + AE AB‏ إذن : abs E‏ على B‏ 
2 — ب — 
BF=-BA : jil BF = AB‏ 
ER‏ 
CG=AB‏ 
BC‏ = 
J : c B] - 80‏ تنطبق| على ° 
EA‏ 
CK=BC‏ 
کے 5 
نتائج : 80 =۸1 إذن : الرباعي 1084 متوازي أضلاع . 
أي الرباعي ICEA‏ متوازي أضلاع E ¿W‏ تنطبق على B‏ 


23-106 : < 
ICrGC=AE+GC : بن‎ 
=AB-AB 


58  نيرمتلا‎ 

أكتب معادلة (A')‏ صورة المستقيم (A)‏ ذو المعادلة 3x+2y-5=0‏ بالانسحاب الذي شغاعه 8 i‏ 
العمل 58 s‏ 

لنبحث.عن عبارة الأتسحاب ذد Tu P J‏ 


. نقطتين من المستوي‎ M'(x' :9( و‎ M(x;y) لتكن‎ 
MM: =V يكافئ‎ M صورة‎ M' 
s يكافئ‎ 
yS 
E S ss AS 
J= y=3 
y و‎ x×' بدلالة‎ y نبحث الآن عن عبارتي × و‎ 


k x'-2 RE, 1 =x+2 
y=y'+3 y =y-3 
3x+2y-5=0 oë (A) نقطة من‎ M(x;y) نتيجة : إذا كانت‎ 
3@'—2)+2(y+3)-5=0 أي‎ 
3x'-6+2y'+6-5=0 أي‎ 
3x'+2y'-5=0 أي‎ 
3+ 2-5-0 : منه : معادلة '4) هي‎ 
(A) ينطبق على‎ (A : أي‎ 
59 — التمرين‎ 
في كل حالة من الحالات التالية عين طبيعة‎ . M'(x' : تحويل نقطي للمستوي يرفق بكل نقطة (3 : )71 النقطة ('ر‎ T 
و عناصره الهندسية المميزة‎ T التحويل‎ 
x'=-2x-3 2 ss si 
ا‎ 0-22 
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"= — 59 
للبحث عن طبيعة التحويلين نبحث عن شكلهما المركب كمايلي : 
Z=x+iy ga‏ و Z=x'T+iy‏ ثم نبحث عن عبارة Z‏ بدلالة 2 


x'+iy = (x-4)+ (yJ +2) ai BE ا‎ 
xX +iy =x +iy-4+2i 91 ا ماهد‎ 
z=z-4+2i أي‎ 
B=-4+2i من الشكل  +2 '2 حيث‎ T نتيجة : التحويل‎ 
< 


4 
إذن : T‏ هو انسحاب شعاعه 1 u‏ 


x'+iy'=-2x—-3+i(}-2y+4) E 2 


x'+iy=-2x-2iy-3+4i E yA 
x'+iy'=>2(x+iy)-3+4i أي‎ 
z=-2z-3+4i أي‎ 


نتيجة : التحويل T‏ من الشكل 2+8 =a‏ حيث 1{ - R*‏ € « 


s ب ا ا‎ aaj و هرر‎ 2( <a Sasu T + oy 
-2-1 4 h 
أي )2 :1-)س‎ 
3 
60  نيرمتلا‎ 
a) أكتب العبارة المركبة للانسحاب الذي شعاعه‎ 
60  لحلا‎ 
2'-2+ 8 : هي‎ B  بكرملا عبارة الانسحاب الذي شعاعه هو صورة العدد‎ 
1 ][ لان‎ 8--1+2 1 o 
منه : 21 +2-1 - '2 هي عبارة الانسحاب‎ 
61 — التمرين‎ 
3 أكتب العبارة المركبة للتحاكي الذي مركزه المبدأ 0 و نسبته‎ 
6l — i] 
FE عبارة التحاكي ذات النسبة 3 هي : 2+8 2-3 حيث المركز هو النقطة ذات اللاحقة‎ 
O(0;0) ج أي 0= 8 لأن الركز هو‎ =0 : 
Z= 3 2 نتيجة : عبارة التحاكي هي‎ 
62  نيرمتلا‎ 
1-1 لاحقتها‎ áki w 
w asas- الذي نسبته‎ H عين العبارة المركبة للتحاكي‎ 
62 — الحل‎ 
pec حت‎ z= 8 عبارة 11 هي‎ ٠ تحاكي نسبته ل - إذن‎ H 
w هي لاحقة المركز‎ 1 
1-is <E 
sal 
1-i= 28 أي‎ 
ع‎ 
3(1 — i) ¿2 
B 5 : منه‎ 
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ES EE E T 
— هي‎ H نتيجة : عبارة التحاكي‎ 
63 — التمرين‎ 
T الذي مركزه مبدأ المعلم و زاويته‎ R أكتب العبارة المركبة للدوران‎ 
$ 63 — الحل‎ 
ia z (cos tisin 2 )z+B عبار تم‎ d 22 زاوية الدوران 18 هي‎ 
هي لاحقة المركز‎ EE E ل‎ - 
(cos 2 مون‎ )-1 
8 =0 أي‎ SR =0 :< 
T OESS 
(cos Z ising jE 
z = (cos S +isin Z Jz : هي‎ R إذن : عبارة الدوزان‎ 
z-s 2 Dz أي‎ 


التمرين ‏ 64 
t‏ تحويل نقطي للمستوي عبارته المركبة 8 + 02 = '2 
في كل حالة من الحالات التالية عين طبيعة التحويل t‏ و عناصره الهندسية المميزة . 


0 ؛‎ a= دقل‎ 2 3 B=3+i + a=1 —1 


š -_4 B=1-i + a=i 2‏ 
الحل .6 
1 6-1 إذن ۲٠:‏ هو الانسحاب الذي شعاعه صورة العدد B‏ 


p= 
دا‎ 
1] [ نسحاب شعاعه‎ 5 


asi 2‏ إذن: lal=1‏ 
منه : 1 دوران مركزه W‏ ذات اللاحقة E‏ و الزاوية (4:8)0 = 0 
a-‏ 


0 لحك : مركز الدوران هو (0: ۷)1 
e Ez‏ 


ا إذن : زاوية الذوران هي Z‏ 


lal = 


0 - Arg(a) ت و زاويته‎ 
a 
OOO هو لا‎ ao E0 لديا‎ 
a- 
+ 2 i=cos(- Z ) +i sin(- 1) 


RE : ó 2 5/24‏ 
إذن : t‏ .هو تحاكي نسبته 5/2 و مركزه: W‏ ذات اللاحقة 


2 
1 


Bero 2 22-4‏ إذن : المركز هو w(0:-4/15)‏ 
53 


: زاوية الدوران هي 


= 
4 


40 š 
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التمرين — 65 
A‏ 2 8 : © ثلاث نقط لوااحقها على الترتيب 3+1 - ,م ؛ Z3=8-i + Z2=-2+3i‏ 
1 عين نسبة التحاكي h‏ ذو المركز C‏ و الذي يحول ۸ إلى 8 
2 المستقيم الذي ينطبق عنى صورته بتحويل نقطي معين نقول عنه أنه صامد إجماليا بهذا التحويل . برهن أن المستقيم الذي 
يشمل النقطة © و معامل توجيهه 2 صامد إجماليا بالتحويل h‏ ثم أكتب معادلة له . 
الحل — 65 
1 لتكن © نسبَة التحاكي h‏ حيث a eR*-{1}‏ 
ti‏ 
h(A)= B‏ يكافئ CB=a CA‏ 
يكافئ Z)‏ — 0)2 < 25 - 22 


Z) —Zy 2 
a= : يكافئ‎ 


2431 (8—i). 


a يكافئ‎ 
31-8-0 5-5 
— 10 +4:i i 
EEES sa 
_ 25+29 : 
E ا‎ 
8 به‎ Ay 


إذن : نسبة التحاكي 1 هي 2 

2 ليكن (A)‏ المستقيم الذي يشمل النقطة C‏ ,و معامل توجيهه 2 
إذا كانت M‏ نقطة من (A)‏ .و M'‏ صورة M‏ بالتحويل CM'=2CM : Ji h‏ 
إذن : النقط M + C‏ و M'‏ على استقامة واحدة 
M' : <‏ تنتمي إلى (A)‏ 

ذن : صورة (A)‏ بالتحويل h‏ تنطبق على (A)‏ 

المستقيم (A)‏ صامد إجماليا بالتحويل h‏ 

معادلة (A)‏ : معامل توجيه (A)‏ هو 2 إذن : معادلة (4) : y=2x+b‏ حيث 12[ ع 6 

-1=2(8)+b : š (A) تنتمي إلى‎ C بما أن‎ 


أي : b=-17‏ 
نتيجة : (A)‏ له المعادلة 17-* 2 2 لإ 
التمرين — 66 


E ss e i) نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب‎ B و‎ A 

عين زاوية الدوران الذي مركزه بالط و ل O À‏ 28 2 

66  لحلا‎ 

ذهو يركز OS. Lus‏ 0© زاويقة ,ى 

0 = (OA : OB) : إذن‎ B هي‎ A صورة‎ 
0=Arp(zg—zo) - AÎğ(Z, - Zo) : أي‎ 


1 E. 

3-E 7 

afo kiti y 

2 E (ri) 

0-5 -)5( ; 

أي 2 =0 
نتيجة : زاوية الدوران هي 37 
E‏ 
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التمرين — 67 

2123 | تحويل نقطي للمستوي معرف بد‎ t 
y'=x-2 

abe الو‎ s'y=x+iy- فطع‎ 

1- أكتب '2 بدلالة z‏ 

2 ماهي الطبيعة الهندسية و العناصر المميزة للتحويل t‏ ؟ 


67  لحلا‎ 
x'+iy'=l-y+i(x-2) =i 
=1-y+ix-2i 
=i(x+iy)+1-2i 
. AEF 1 : إن‎ 
E J من الشنكل 6 +2 »=7 حيث‎ t نتيجةا + التحويل‎ 2 
B=1-2i 
0 = Arg(o) و زاويته‎ Æ إذن : + دوران مركزه النقطة ذات اللاحقة‎ lal=lil=1 
TED A 123-552 3 1. X 
ETE TEE us العا و‎ 


إذن : مركز الدوران هو )3 sis‏ 0 


Arg(i) = 5‏ = 0 إذن زاوية الدوران هي 3 


أكتب العبارة المركبة للتحويل © ثم إستنتج طبيعته و عناصره المميزة . 
"= ب 68 
ليكن z=x+iy‏ و zZ=x'+iy‏ 


x +iy=2x- 3 +i(2y+) 


= 3 ; Ta 
= 2 E pP A 
2 y1 21 


5 3 ا‎ 
=2(x+ < SS Hk. SE, 
(X +iy) > 2 
20522 إل‎ Tra 

2 o2 
ذات اللاحقة‎ w هو تحاكي نسبته 2 و مركزه النقطة‎ t : نتيجة‎ 


2 2 1 فلو‎ 
69 — الت‎ 
t و‎ Z ذات المجهولين‎ f 3z+t=2-5i ¿Lal ©” حل في‎ 
z-t=-2+i 69  لحلا‎ 
32+t2+Z-t=2-—S Im 2i الجملة تكافئ‎ 
t=z+2-i 
4z=-4i na 
تكافئ‎ 
Tar 3 
z=-i 55 
تكافئ‎ 
e 
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e as 


=2-2i 
70  نيرمتلا‎ 
2 sZ aupa 3 الجملة‎ C حل في‎ 
3z-it= 70 —. 1 
2i 1 : يمكن استعمال طريقة المحدد كمايلي‎ 
ET 
: إذن الجملة تقبل حلا وحيدا (2:1) حيث‎ 
i 
2 | 1271 
2i Bi Eg Ç 
tss 3 =-(-6i+2i)=4i 


EDA =2i z انق‎ 
3C1)-idi)=-3+4=1 


ملاحظة : يمكن حل هذه الجملة باستعمال طريقة الجمع و التعويض . 


71  نيرمتلا‎ 

أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي n‏ فإن “رهم 

= 71 — i] 
Ti ATE 
1-1 E E Î 
1+2i-1 


E لحي‎ pam 
cos 5 + i sin 2 

(1i = [eos Z wisin 21 ۴ 
=cos 4n +isin 4n 2 


0 5182 2+1 2 ومع ع 
1- 


ارين 72 

برر أن العددين. ai‏ او (12i)‏ حقيقيان . 

الكل — 72 2 

1] دز‎ 2 (cos & +isin & ) F 
(1 +i" = NZ (cosZ +isin Z )]Ë پم‎ 


= [Z x [cos 8 x Z +i sin 8 Z] 
= 16[cos 2 z + i sin 2 z] 
. إذن : *(1+1) عدد حقيقي‎ =16 


K V2 [cos (- z) +i sin(- x )] 

cos(- z) +isin(- 2) 5‏ = 4 ج 
i 2008 _ x E x 372008‏ — 
(CP) = [cos (- 3) +1 sin(- 21 Lbs‏ 
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= cos(- 2008 $ ) +i sin(- 2008 3 ) 


= cos(- 502 z) + i sin(- 502 x) 


: 2008 
في كل من الحالات التالية عين الطبيعة الهندسية لمجموعة النقط M(x : y)‏ من المستوي ذات اللاحقة Z‏ و التي تحقق 
المساواة : 
Re(z) =- 3 -‏ م Re(z) = Im(z)‏ 
[Re(z + D|) —Im(z —2) = 0 4 Im(z) =2 5‏ 


0 RE 


z-2=(x—2)+iy 

ن : مجموعة النقط M‏ هي المستقيم ذو المعادلة x=-3‏ 

AS 111)2(-2 —2‏ : مجموعة النقط M‏ هي المستقيم ذو المعادلة y=2‏ 

3 — )ها Re(z)=‏ كلقن xy‏ مجموعة النقط M‏ هي المستقيم ذو المعادلة ‏ بر = × (المنصف الأول) 

QIP - ر‎ =0 ¿à$ ]Re)z+ i -mz 22-0 4 
y= ۴ 1( يكافن‎ 


R= —İ 


إذن : مجموعة النقط M‏ هي منحنى. الدالة f‏ المعرفة R ke‏ 
ب fx)=(x+1)‏ 

التمرين — 74 
A‏ » 8 » © ثلاث نقط من المستوي لواحقها على الترتيب 1 > Z‏ © ”7 
عين مجموعة النقط M‏ من المستوي ذات اللاحقة z‏ حتى تكون النقط C + B + A‏ على إستقامة واحدة . 
i]‏ = 74 
C]‏ ان ر 2 
فته : ;2xy) + Bx iy) + A(G(1:0)‏ تر Cix?‏ 


ACY 1 : AB, 0 0 
2xy ) 


نتيجة : ۸ » 8 . © على إستقامة واحدة يكافئ ABAC‏ 


=0  ئفاكي‎ 


مناقشة : إذا كان 0= ر فان المساواة 
مجموعة النقط المطلوبة 
إذا كان 0 ± ر المساواة ت 


ا ا 

خلاصة : مجموعة النقط M‏ التي تحقق أن B © A‏ .€ على إستقامة واحدة هي محور الفواصل فقط . 
التمرين — 75 

م كثير حدود للمتغير المركب  Ġa‏ 121 +7-41(2-2-) + 2 1-5 -) + ثم - (2)م 

أثبت أن م يقبل جذرا حقيقيا يطلب تعيينه 


سلسلة هباج 


© جذر 1— p‏ يكافن 0 > يمام 
يكافى ‏ 2+121=0- .)7-4( + o +(1-5i û?‏ 
o-0 - 5102-1-41 4-2 +121 =0 ao‏ 


o-0 74-2 +1) 5 0? -4 » + 12(=0 ¿as 
E a-a ml TA 
- ; 

— £ sa; 


= 16 +240 = 256 = )16(” : (2) المعادلة‎ Jai 


هل 6/5 e=‏ يحقق المعادلة )1( ؟ 
GO TE 6) DG 80 1050-250 _ -1564‏ 
ف ا رفت ركع ”رقع 
إذن : 6/5 >0 لا يحقق المعادلة )1( (مرفوض) 
هل 2-- a‏ يحقق 'المعادلة (D‏ ؟ 


EP- C 2 -7C2)-2=-8-4+14-2=0 
(1) إذن : 2 - >0 يحقق المعادلة‎ 
نتيجة : العدد 2 - -0 هو الجذر الحقيقي الوحيد لكثير الحدود م‎ 
76  نيرمتلا‎ 
2-31 t -31 ؛‎ 3i نقط من المستوي لواحقها على الترتيب‎ © . BiA 
))4:1( ; )8 ; 2( :)© ; -2(( الجملة‎ gan © لاحقة النقطة‎ oe — 1 
AM? +2 8112-2 CM? = 257 من المستوي حيث‎ M عين مجموعة النقط‎ — 2 


5 16 = J 
+2(- = = 
= 1 z: — هي 4+31-=61 +61-4- ا‎ G لاحقة النقطة‎ 1 
+2 -2 


(AĞ + GM)? + 280 + GM)*-2(CĞ + GM) = 25 تكفئ‎ AM? + 2 BM -2 CM = 25 —2 
AG?+2 BG?-2 CG? + GM? +2 6M? -2 6M? = 25 ¿AS أنظر الملاحظة)‎ ( 


GM? = 25- AG2—2 BG2 +2 CG? تكافئ‎ 

GM - 25 -|- 4 +31-3112-2]-4+31+3112+2|-4+31-2+31/2 يكافئ‎ 
M2=25-|-4|2-2|-4+6i|2+2|-6+6il|2 يكافئ‎ 

يكافئ (2)72 + )2(52 — 16 - 25 = GM?‏ 
يكافئ 6112-49 
يكافئ GM=7‏ 


إذن : مجموعة النقط A M‏ التي قعد — 6 بمسافة 7 أي هي الذائزة التي مركز ها 6 و نصف قطرها 7 
ملاحظة : 66(=0 2 = GM + 4 BG . GM -4 Cê. GM‏ . 86 2 
لأن : G‏ هو مرجح الجملة (2-: ©): (8:2); (۸:1)) 
التمرين —77 
نرفق JS‏ نقطة M(x;y)‏ ذات اللاحقة z‏ النقطة M'(x' ; y!)‏ ذات اللاحقة z'‏ حيث 7(¡ + 2)1- ”2= z‏ 
1- عبر عن y's x'‏ بدلالة x‏ و y‏ 
2 لتكن (y)‏ مجموعة النقط M‏ حيث '2 عدد حقيقي 
برهن أن (y)‏ هو منحنى لدالة عددية f‏ يطلب عبارتها 
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a E 
SVEN SO Zrt 1ج‎ 
27 DL +i) z= ( “راي‎ -2)1 + (+1 
< y +2xyi-2(x+iy+ix-y) 
—y+2xyi-2x+2y-2ix-2iy 
=x y —2x+2y+i@xy-2x-2y) 
ر‎ = x2 =y 5 x+2y+i2xy-2x-2y) > نتيجة‎ 


SS :‏ كل 
aa A eR‏ 
y=2xy-2x-2y‏ 


y'=0 حقيقي يكافئ‎ 2 — 2 
IRS DK DY یکافئ‎ 
Xy—x-—y=0 يكافئ‎ 
y(x -1)-x =0 يكافئ‎ 
yx-1)=x يكافئ‎ 
zR% 5 
X#1 e يكافئ‎ 


z‏ )0 أهوامتكتى الدالة £ المترقة كلق ١‏ 2011 علا د 

78  نيرمتلا‎ 

Z=x+iy  يربجلا عدد مركب يكتب على شكله‎ Z 

نضع 0-2-22+2+31 Z Qa‏ هو مرافق 2 

1 أحسب بدلالة x‏ و y‏ الجزء التخيلي و الجزء(الحقيقي ل به 

2 حل في © المعادلة 0 o=‏ ذات المجهول Z‏ 

78 — =" 

= 2-22+2+31دن 
x+iy—2(x-iy)+2+3i‏ 
xtiy-2m+2iy+2+3i‏ 

=2-x+i(3y+3) 
Im(a)=3y+3 و‎ Re(a)=2-x : منه‎ 

Im(a) =0 و‎ Re(a)=0 

3y+3=0_ s | 2—x=0. 

0-0 x=2 

652 i 


Ñ لا‎ 


Z=x+iy عدد مركب يكتب على شكاه الجبري‎ Z 
a=iz+Z-3-2i نضع‎ 


1- أحسب ©0-9 بدلالة y s x‏ 
2 برهن أن : النقطة ذات اللاحقة 0 تنتمي إلى محور الفواصل تكافئ النقطة ذات اللاحقة Z‏ تنتمي إلى المستقيم ذو 


y=x-2 المعادلة‎ 
79 - الحل‎ 
=i(x+iy)+x-iy-3-2i ا‎ 
=ix-y+x-iy-3-2i 
=(x—y-3)+i(x-y-2) 
a=(x-y-3)-i(x-y-2) rod 
a-a=2i(x-y-2) : مته‎ 


2 النقطة ذات اللاحقة 0 تنتمي إلى محور الفواصل ¿aS‏ ۸ €» 
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y=x-2 as 
y=x-2 يكافئ النقطة ذات اللاحقة < تنتمي إلى المستقيم ذو المعادلة‎ 
Z=xX+iy عدد مركب يكتب على شكاه الجبري‎ Z 
»=27-2+ 61 نضع‎ 
٠ على شكله الجبري‎ a أكتب‎ 1 
؟‎ 0 - 2 din 2 هل يوجد عدد مركب‎ 2 
80  لحلا‎ 
@=2(x—iy)-2+6i k. 
=2x-2iy-2+6i 
a شكل جبري ل‎ = )2 × -2( +1)6-2 y) 
(x-2)+i(6-2y)=x+iy 2-ن يكافئ‎ 2 


2- 2+ 21 S 
2->- 2+ 21 إذن : المعادلة ج = © تقبل حلا وحيدا هو‎ 


التمرين — 81 
في المستوي المركب M‏ نقطة لاحقتها العدد المركب z‏ حيث y x) Z=x+iy‏ عددان حقيقيان) 
نرفق بكل عدد مركب éa z‏ 1غ العدد المركب L‏ المعرف ب 522 دن 

== jr 


1 أكتب L+L‏ بدلالة 2 و Z‏ 
2 برهن أن : L‏ عدد تخيلي صرف يكافئ 1 نقطة من دائرة بإستثناء نقطة 


81 j] 
¿1 


ED 2D 
2-1 2-1 
_ 5zZZ—5zZ-2Z+2+5zZ-5Z-2zZ+2 
22-2-2+ [1 
21022-72-72+4 
22-2-2+1 
Fa p LA TULA 
22-2+2(2 1 
Tao i sasi خی صرف‎ 97 
EO S s 
10zz-7(z+Z)+4 
22-)2+2(+ [1 
s) 55 
z=1 


E 


(x;y)=(1;0) 
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i 2 2 = 
22-2 16) و‎ zz = |z|2` يكافئ 5 106 لن‎ 
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PEE g A 


yS =09 

MSD = 
(x:y)# (1:0) 

EP a E 

کا و ي 
(;y)#(1:0) J‏ 


P S 
eo mo s a 


&:y)#(1;0) 


E r 9‏ 
لك ل ل شاك 

C I ii E 
(x:y)# (1:0) 


يكافئ J sn M.‏ الدائرة ذات المركز w(7/10;0)‏ و نضقا القطر R= ob‏ 
باستثناء النقطة (0; ۸)1 لأن 25221 


التمرين ‏ 82 
حل في © المعادلة z=2Z-2+6i‏ 
الحل ‏ 82 
ليكن. ل1 + × =2 على شكاه الجبري 
z=2Z-2+6i‏ يكافئ x +iy =2(x -iy)—2 + 6i‏ 
يكافئ x+iy=2x-2iy-2+6i‏ 
x+iy-2x+2iy+2-6i=0 _ ¿S‏ 
Cx+2)+iGy-6)=0 S‏ 
و 
3y-6=0‏ 
s‏ 
y=2‏ 
يكافئ Z=2+2i‏ و هو الحل الوحيد للمعادلة . 
التمرين — 83 
حل في © المعادلات التالية : 
l2l +z? =8-4i =i‏ 
zZ-SZ-5(1+3i)=0 =‏ 
الحل ‏ 83 


ليكن Z=x+iy‏ على شكله الجبري 

zz= |z =× +y و‎ |= +y : إنن‎ 

xX +y + (x-iy)=8-41 يكافئن‎ |z +z2=8-4i —1 
x+y +x 2xyi-y2=8-4i يكافئ‎ 
22-2 1-18-41 ” كاف‎ 


يكافئ } 22-8 


8 4 - غير 
يكافئ :| 4 
y =‏ 


x=-2 أو‎ s يكافئن‎ 
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×7 + y-5)» -¡y(= 5)1 +3 1( ¿S zZ—5Z-5(1+3i)=0 2 
x? + =5 +5 iy =5 + 151 + يكافئ‎ 
x ty 5x=5 
5y=15 
¥ تاف 0 = 5= 18 5ک‎ 
> 97 
× +9-5×-5 =0] يكافئ‎ 
y= 


3 
w 
l 
x” 
i 
55 
© 
e. 
و‎ 


م 

l 

> 

= 

x 

l 
= < — << 

1 
vou 

sis 

6 

F 


` 


xe(1J44) ) يكافئن‎ 


يكافئ أو 

z=4+3i 

نتيجة : المعادلة تقبل حلين هما : (31 + 31:4+ 1) 

التمرين - 84 

م كثير حدود للمتغير المركب Z‏ حيث 271 + 2-18 9+ 2-3122) - 2 = (2)م 

1 أكتب pz)‏ بدلالة 2 

2 عين العدد المركب © الذي يحقق 0= (0)م و p=‏ ثم إستنتج حلول المعادلة 0 > (2)م في C‏ 

eg =- 84 ب‎ Jai 

ا 02-31(22+92-18+271)-23 - (2)م 
0+33(22+92-18-271)-3ج22 


2 لیکن 0 عدد مركب . 


Daz: EER 1827-0 يكافئ‎ mae 

O (2-31)? +92 -18+27i1=0 p(a) =0‏ 
لکن إذا كان 0 > (»)م J‏ 0 > (0)م 

ET a - (2+31)? +9 2 -18-271=0 : إذن‎ 


-(2-3i)@ + 271+ )2+3 ¡(+27150 : من )2( نحصل على‎ (3) c> 
-2+31+2+3i)+54i=0 : آي‎ 
@2(6 i) + 54i =0 : آي‎ 
E 


a= za 
6i sz 
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هل 31 = » يحقق المدادلة (1) ؟ 
271-00 + 271+271-18 - 18 +271 - 271 + 18- (ز 96 GD - )2-3 (03 D+‏ 

إذن : 31-© يحقق المعادلة )1( 

هل 31--© يحقق المعادلة )1( 
271-60 + 418-271-271-18 371 2 زج2+ 18- 3 )9 + 2( 3-3163 E3-‏ 

إذن : 31--© يحقق المعادلة )1( 

نتيجة : العدد المركب © الذي يحقق 0= (8)0 =()م a‏ 6-31 أو a=-3i‏ 

إستنتتاج الحلول : 

لدينا : 1(>0 )م و pC3i)=0‏ 

إذن : p(z)‏ يحلل إلى : (8 -12)2 2-31()2+3) =2 © © 8 


p(z) = (z - 3 i)(z + 3 i)(z — 8) +: آي‎ 

p(z) = (2° + 9)(z - B) أي‎ 
_ PZ) 

AUE 7+9 = 


يمكن أن نبحث عن (Z- B)‏ إما بالقسمة الاقليدية أو المطابقة . 

نستعمل القسمة الاقليدية كما يلي : 

2-)0-31(22-92-18+271 
2+ 0 KOZ 

0-(2-3i)z?+i 0 =18+27i 


- Q gp -18+27i 
ET EU OE 
نتيجة : [(2-31)-ج](9 + 22) = (2)م‎ 
22+9-0 
11 } إذن : 0 > (2)م يكافئ‎ 
2-0-3-0 
z=-3i أو‎ 2-31 š 
2-2-3 E 
{3i;-3i;2-3i} : نتيجة : حلول المعادلة 0 > (2)م ,هي‎ 


التمرين — 85 ب 
من أجل J‏ مرك z‏ يختلق عن ¿ar T‏ 22 = 

jemi 1×1۷ + z=x+iy väi‏ امرك ل عو 

1- أحسب كل من × و Y‏ بدلالة x‏ و y‏ 

2 عين مجموعة النقط M‏ ذات اللاحقة z‏ حتى يكون T‏ حقيقيا . 

3 عين مجموعة النقط M‏ ذات اللاحقة z‏ حتى يكون T‏ تخيليا صرقا . 


المل ‏ 85 
1 لیکن (1:0-) ۶ (۷:») 1 


Aesi y EPY 
LEY م‎ S 
-CHOU 030 0ت روت‎ +x)yi+y 
(rx +y 
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= 2+2x+x+x +y +iy(2+x-l-x) 
+x ry 


SAY EA, y z 
=: 2-7 EE 
(hri ع‎ (I+x) +y 
E 
= 3 F Xa y +3x+2 J 
= s= إذن — = ا‎ 
+x رع‎ )1 + +y 


(+X) + 2 i 
y=0 ¿S 
W(-1;0) إذن : مجموعة النقط ۷ حتى يكون 1 حقيقي هي المستقيم ذو المعادلة 0 > ر ماعدا النقطة‎ 
× =0 تخيلي صرف يكافئن‎ T 3 
آ كك د‎ AE 

(I+x) +y 
a يكافئ‎ 

(x;:y)=#=(-1:0) 


X +y و‎ RF rN Fa 
(x:y)#(-1:0) 


يكافئ — 
(x;y)#(-1;0)‏ 
إذن مجموعة النقط M‏ هي دائرة مركزها (0: 2 w(-‏ و نصف قطرها E‏ ماغدا 
الننطة ذات الاحداثيات )1;0-( 
التمرين ‏ 86 
(B : À‏ © نقط من المستوي لواحقها على الترتيب N2‏ ؛ ži s s‏ 


zg os -1‏ لاحقة النقطة © مرجح الجملة f(A;-3;(b;1+V6);C(1-N6)‏ 

2 بين أن G‏ هي مركز الدائرة المحيطة بالمثلث ABC‏ 

a E 86 — =" 

Gii RaO- i 

Z= 0 
-3+1+6+1- 6 

aE NE TNS 1 

N DS 
zi 


tr 
2 


-3iN2+1+iN18 

— 1 

-3i12+1+3i 2 
=] 


G(-1;0) هي‎ G منه : احداثيات النقطة‎ 
IOAN |1112 اواع‎ 12 +1-3 5 
EEA | EEE EES 
|| GB || Ial < = 
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ا 


G E e CET A as‏ در 
منه : G‏ هي مركز الدائرة المحيظة ABC Ju‏ 


دإوو نظلا د lee‏ 


التمرين ‏ 87 = 
u‏ و v‏ عددان مركبان غير حقيقيان . نضع ي 
برهن أن z‏ حقيقي يكافئ 1= || 2 
الحل — 87 
Z‏ حقيقي يكافئ 222 
يكافئ (env =u-uv‏ 
1-v 1-7‏ 
1 لاناحنا د u-uv‏ 
1 25 الحا E SE‏ 
يكافئ (u-uv)1-v)=(1-w(u-uv)‏ 
u-uv-uVv+uvy=u-uv-uV+uVv ¿S‏ 
يكافئ u+uvv=u+uvv‏ 
يكافئ u+uvv-u-uvv=0‏ 
يكافئ 2007-1-0 - u(vv- D)‏ 
یکافئ 0 = (vv- DG -u)‏ 


يكافئن 0= ۷۷-1 لأن u) u-u‏ ليس حقيقي) 
¿N |۷|”-1=0 ¿as‏ ”|| = لام 
¿ae‏ 1= |۷| 
یکافئ | 1= |۷| 

88  نيرمتلا‎ 

۾ و b‏ عددان مركبان حيت 1= lal|=|b|‏ و ab=-1‏ 

= a+b x 

2 1+ab S 

عبر عن 2 بدلالة a‏ و b‏ ثم استنتج أن z‏ حقيقي 

الحل — 88 


1 
b ع‎ ab” AFD 
ab l+ab 1+ab 


221 : إذن‎ Z= 


NI 
l! 


0 عدد مركب غير معدوم طريلته R‏ و عمدته 6 
نعتبر العددين المركبين =o  z=m@i‏ 
1 - أحسب بدلالة R‏ و 0 طويلة ثم عمدة كل من z‏ و t‏ 
2 حدد قيم R‏ و 0 حتى يكون Z‏ و t‏ مترافقين . 
الحل ‏ 89 
lzl= lal x lil =R‏ 
Arg(z) = Arg(a) + Arg(i) = 0 +‏ 


sik == — 1 


عام 
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سلسلة هياج 


2 Arfe(a) =2 0 J 


يكون Z‏ و L‏ مترافقين إذا و فقط إذا كان 


keZ e= 6- 25+22 4 R=] : و 0 هي كمايلي‎ R š: إذن‎ 
Gica 90  نيرمتلا‎ 
Zy=-1-i t 22-21 t Z= 1 نقط من المستوي لواحقها على الترتيب‎ C 2 BeA 
|zs=zi| أحسب |27-2| و‎ -1 


2 — أحسب ) — Arg(‏ 
3 — إستنتج طبيعة المثلث ABC‏ 
1 -90 


1-لدينا : 221-1 رج-يج + z—-zi=-1-i-1=-2-i‏ 


إن : 5 =4+1= ارهد وا و 5 =1+ 4= z -z|‏ 


Z= إل كاه‎ Ei ا‎ Be 
23-21 -2-i -2+i 
DT 
4+1 
ك‎ 
=cos(- 2 ( +isin(- 2) 
LA EES 
2 e rus 
AB = AC النن:‎ a] قت‎ 
eT 0 22-21 x 
: کے إذن‎ )=- — 
AB LAC إذن‎ arela) z 
۸ مثلث متساوي الساقين و قائم الزاوية في‎ ABC نتيجة : المثلث‎ 
91  نيرمتلا‎ 
. في كل حالة من الحالات التالية أثبت أن العدد 2 حقيقي‎ 
2-0-1135 > =3 2 تق‎ = 


Z= CERI) ooa 

ملاحظة : n‏ عدد طبيعي . 

الحل — 91 

0-51-2200 +i) e: 


=-2 N2 (cos 2 +i sin Z 
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622i)" 2ع‎ Y2) x [cos8n £ +isin8n ] : منه‎ 
= (2 J2)" x [cos 2 z n + i sin 2 r n] 
zeR : إنن‎ = 2 2" 
-1 +i 3=2[cos(r - Z) +isin(z - Z.)] =2 
= 2[cos(2 ti sin(2 F )] 


إذن : ™] 2 2x [cos2 Z+isin2‏ - "ث3 لزه رع 


-2 "[cos(2 2 x 3n) +i sin 2 x3n)] 
=8" x [cos 2 z n + i sin 2 7 n] 
SER re 
3-i 3=23 [cos(- رع‎ +i sin(-Z)] 5 
G-i 3)” = )2 3) x [cos(- Z) + i sin(- 2)” : إذن‎ 
E ONEA [eos( 8E) + isi (202 )] 
= (2 3)" x [cos(- 2 7 n) + i sin(- 2 = n)] 
ZER: Ji >05 


التمرين 955 


Z‏ عدد مركب حيث 


أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي n‏ فإن : z! =z‏ 


1113 
E 


z= NS للف‎ EE 
rA L EGA منه‎ 
6n 
z 27 a 
zx [cos 2 isin £ [ 
=zx [cos $ Zn isi SZ ] 


= z(cos 2 x n + i sin 2 x n) 
=a 
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٠ |‏ تمارين نماذج للبكالوريا 
التمرين ‏ 1 
لتكن في © المعادلة 0= تبون 1+ > (1+ م)ن - 22 2( ذات المجُهول Z‏ حيث » عدد مركب غير معدوم طويلته , 


. 0 وعمدته‎ R 


(1) حل في © المعادلة‎ 1 
l= i] 
= 0) - i) 


1 
0 و‎ R أحسب طويلة و عمدة حلي المعادلة (1) بدلالة‎ 2 
. و 0 حتى يكون الحلان مترافقان‎ R حدد قيم‎ 3 
A= o? (a + i)” - 4 io اب‎ 
= 0(0 +2 نيه‎ =1) =4 
= +210 - o-4 i û 
=o — 2 io? -0 
= (02-21-1)ثن‎ 
= *[(0-1)ه]‎ 
T alati) a-i oala ti-a+i) Tie Gia : اهن‎ 0 a 
x 
1 


z > 8 5 
z ODEO D+: e kito i irae 
ايها‎ = lol = lal? = R? 3 PE 2 
Arg(z2) = Arg(a") = 2 Arg(a) - 0 Argi) = & + Arg(o) = Z +0 
RER] الحلان مترافقان يكافئ‎ - 
keZ حيث‎ 20-- 2-0+2 rk 


RIR T= a يكافئ‎ 

36 - 2 +2 اع‎ 
غير معدوم)‎ o) ۴ +0 a w š 
3 يكافئ‎ 

kez 6- كين‎ 2 ÉE qj 

Tug‏ ا 

التمرين — 2 
لتكن في © المعادلة 0= 2-10 (1-102) +022 ......(1) ذات المجهول المركب Z‏ و » عدد مركب غير معدوم 
1- أنشر العبارة (+i?‏ ثم حل في © المعادلة (D)‏ 


2 ليكن وجول 2 = . أحسب طويلة و عمدة حلي المعادلة )1( 
الحل - 2 - 
a -a =]‏ 21 + 1 - 2ر0 1 + 1) 
12+ + ته 1-]) دن 
تن 41 + 07-0 =1-2i‏ 
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كن - 1¥2= 
12+ 1) = حسب:السؤال السابق 


IG BOT pa Ef MEN 
ERE إدن : تي‎ 
2a 2a a 
aolre ele DIET 
fa 2a 2a g: 
-1 
al=|2| 1 2 
a Fal 


Are(zi) = Are ) = Arg(- 1) — Arg(@) = n - Arg(a) 


a = ial= ا‎ 
Arg(z2)= Arg(i) + Arg(a) = z + Arg(a) 


€ ñ wa kam 
6 tising] 


مہ | 2= lal‏ 2 لاد 5 £ Arez) =n-‏ 
5 ل لامعا BENZ‏ رو كك - Ar)‏ 
R‏ عدد حقيقي موجب تماما . و 0 عدد حقيقي . 

0 عدد مركب غير معدوم طريلتهة R‏ و عمدته 0 

1 حل في مجموعة الأعداد المركبة C‏ المعادلة 0 - تبن + 2ه - 22 ذات المجهول 2 
2 عبر بدلالة R‏ و 0 عن طويلة و عمدة كل من الحلين . 


3- j] 
A=a -402-30 = (io N32 rey i 
EE LON SRO Ta 
5 2 i3) 
anttia رو ول عد‎ 
:3ل :-1| »يه - اها‎ = Ë ES + -ö 
اهنا‎ - |¥|x ١١ ولن+‎ | = 1+3 2 
Arg(zi) = Arg(a) + Arg(-L =i 2 )=0+ Arg(cos 7 +i sin T) =0-Z 
2 25 3 3 3 
Arg(zə) = Arg(a) + Arg(d + i 3-6 + Arg(cos Z +isin z) 0+ 5 
2 2 3 2 5 
4  نيرمتلا‎ 
. عدد حقيقي‎ 0 


..)1( ذات المجهول المركب Z‏ 


2# (1 +isin 20)z+ Î sin 20-0 لتكن المعادلة‎ 


1 عين حلول المعادلة )1( بدلالة 0 
2 عين حلول المعادلة )1( من أجل 0=Z‏ 
الكل - 4 


4 
A= ل)‎ +i sin 20) - 4) sin2 0) Zi 
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-1+ 2 151520 - sin 520-150 
1 sin” 20 


= 121 مله‎ 2:0 506520 _ L—cos20 i= 


1 
0 > 2 2 
+isin20 + + cos 2 e 
3 l+isin20+cos20 _ 1 + »5 0+ lsin20 


g = 2 2 z 
cos 2 0 = cos Z =0 
š; | ا‎ ۵= waa 
sin 2 0 = sin & =1 
2 
ا‎ pAn 
f za 
Jae l 
GRE. 
وو‎ 8 
ss Z -27+5=0 : كلا من المعادلتين‎ C حل في مجموعة الأعداد المركبة‎ 
e z -2(1+3)2+5+23=0 و‎ 


لتكن النقط D < © . B . A‏ لواحقها على الترتيب 21 +1 › 1+3+1 ¿ç‏ 1-21 و 3-1)+1 
1 ما هي طبيعة المثلث  ABC‏ ؟ 


2 أكتب معادلة الدائرة (U)‏ المحيطة بالمثلث ABC‏ 
3 أثبت أن النقطة D‏ تنتمي إلى الدائرة (C)‏ 


EE, 
A=4-20=-16=(4i) : 2-22+5 0 5 
e o 
n= 244-12 
A=4(1 +3) -45 +2 3) : 2-2) + 3(2+5 +23 =0 
=4 +8 3+12-20-8 (3 
=i? 


S “ع8 كمايلي‎ + AC? 4 AB? التحسب.‎ 2 
3+1=4 


AB = |1 +3 Fi-1 21 =| N3 -‏ 
REZE ERE DN =| -Ail 4= 16‏ 
BC = |1-2i-1-(3-il = |- (3-31 =3+9=12 2‏ 
AB + BC =‏ إذن : حسب فيثاغورت فان المثلث ABC‏ قائم الزاوية في B‏ 
3 نعلم أن في المثلث القائم مركز الدائرة المحيطة بالمثلث ABC‏ هي منتصف الوتر في هذه الحالة هي منتصف [AC]‏ 
و نصف قطرها هو نصف طول الوتر AC gi‏ و في هذه الحالة 2= 4= 4€ 


2 2 
eaa‏ ع افر كد ادك كفي 
إذن : المركز هو (0 : 17)1 
مف 7 معافلة الذائرة © : Q)‏ = ر + 1 -ع) 
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سلسلة هياج 
أي : 2-3-0 Fy‏ 

4 هل إحداثيات النقطة D‏ تحقق معادلة الدائرة (C)‏ ؟ 

لدينا (1-:3ل+)2 

إن : 1-2-25-3+ و 3ل 5[ 325ل +20 ONB y+‏ 

0= إذن : فعلا D‏ تنتمي إلى الدائرة. (C)‏ 

ا 
0 عدد حقيقي 
1- حل في © المعادلة 0 -1 + 0 هذه 2 22-2 .)1( ذات z dyad‏ 
لتكن A‏ و B‏ لاحقتاهما حلول المعادلة (1) . و لتكن O‏ مبدأ المعلم 
2 عين aš‏ العدد الحقيقي 0 حيث يكون المثلث OAB‏ متقايس الأضلاع 


كته 

A = 4 sin 0 - 4 = - 4)1 — sin? 0) = - 4 cos? 0 = (2 i cos 0)? i 
z= 2sin0-2icos® - Sin 0 — i cos 
= Zsin0 + 2icose L sin و‎ +i coso 


2 — يكون ABC‏ مثلث متقايس الأضلاع إذا و فقط إذا كان OB = AB?‏ = 0۸ 
B: A ¿S‏ لاحقتاهما على الترتيب 21 و 22 إذن : 
1 = وتوم + OA} = sin?0‏ 
cos20 = 1‏ + وثمزو = OB?‏ 
AB? =| z2-z2ı P‏ 


cos 8‏ 2| = 
cos? 0‏ 4= 
نتيجة : يكون ABC‏ مثلث متقايس الأضلاع إذا و فقط إذا كان 1 = ۸8 
أي : 1= 0 cos‏ 4 
أي Z‏ - و تيون 
أي sos = L‏ أو 2 = 0 cos‏ 
2 2 


EEZ حيث‎ 0= +k أو‎ = 3 +k أي‎ 


التمرين 7 
لتكن في © المعادلة 0 - 22-16 2 + تم .....(1) 
1 - تحقق أن 2 هو حل لا عادلة (1) 
2 — عين العددين المركبين 2 و b‏ حيث : (z — 222 + a z + b)‏ = 16 — 22 2+ 2 
3-حل في © المعادلة (1) 
j]‏ =1 
O O 16-84 8—36=0 3-1‏ 
إذن : فعلا 2 هو حل للمعادلة (1) 
2 للبحث عن a‏ و b‏ يمكن استعمال المطابقة أو القسمة الاقليدية كمايلي : 


2+2 22-6 


Z +az+b= 2-5 


: إذن‎ 2+2 2 16=(z-2)2 +az+b) 


ا = 


سلسلة هباج 


b=8 نتيجة : 2-4 و‎ 
2 +2277 -16= )z-2()22 +4 2+ 8( : أي‎ 
z=2 

0 } ¿S (1) المعادلة‎ 3 


لنحل المعادلة )2( في © : A=16-32=-16= (4i‏ 


نتيجة : حلول المعادلة )1( هي (2+21-:2-21-:2) 
التمرين ‏ 8 

1 حل في © المعادلة 1-0 +2 +22 

2 استنتج حلول المعادلة 2-1-0 في C‏ 


:دش 3ا21 دن 

uA تن‎ + u? qual 

S=u+u +u +... +u guaj ب)‎ 

الكل =8 

A= espa: = Gs [35 :Z2+z+1=0 -1 
“=s a s= e Si 
i 2 ر‎ 
EEE 
E SDF S2 


)2<1()22+2+1(-0 ¿à& 2-1-0 2 
2-1-0 3 
تكافئ + أو‎ 
27 +z+1=0 


إذن : حلول المعادلة 0= 2-1 هي Tis staid)‏ :0 


EE E و تلن‎ 3 ) +i sin(2 # OS 


2 2 2 


= PE 2 l _ 1 
u هو مرافق‎ ü وى - (2 2 ہا + 2 2 وهه) > *نا حيث‎ 4% +i sin 4% =u : إذن‎ 
3 A x 
w = (cos2 & +isin2 Z) - مزة 2+1 2 ومن‎ 2t =1 
008 


= ومع‎ 4016 & + i sin,4016 كد‎ 
3 3 


- ومن‎ 2 +i sin 23 =u 
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2 
= (cos 2 T+isin2 2( 


سلسلة هباج 
ب) ليكن n‏ عدد طبيعي تميز الحالات التالية 


s sun منة‎ n=3k+1 


2005 2006 £ u TI y 


إن + 005تن + ...+ كن + كن + كنب S=u+u +u‏ 
=(u+u+l)+(u+u+1)+....+(u+u+l1)+u‏ 
2007 = 


(u+u+1)+u 
E RE 
EN 
=669( Lpi 
ma 


=669(0)+u 


= 
-+i 

ري او 2 
م كثير حدود للمتغير المركب Z‏ معرف ب 522-40 +22 24-19 - p(z)‏ 


B + (+ 


1 
2 


1 عين العددين الحقيقيين a‏ و b‏ حيث من لول كل عد مركب u.‏ 
a z + b)(22 +4z+2a)‏ + 7( = (2)م 
2 حل في © المعادلة p(z2)=0‏ 


9  لحلا‎ 
(#+az+b(X2+4z+2a)=Z+42+2aZ2+a2+4a2+22z+b2+4bz+2ba 1 
= أو‎ + 2(4 + a) + 2206 a + b) + 2)2 a” + 4 b) + Zab 
4+a=0 نحصل على‎ p(z) بالمطابقة مع عبارة‎ 
6a+b=-19 
2a°+4b=52 
2ab=-40 
a=-4 
b=-19-6a 
TD a 1 
= E =S اي دك‎ 
b I š 
pE 
2a 
a=-4 
b=-19+24 
52-32 i 
= š 
Ë 4 
-40 
b= اسن‎ 
=8 
a=-4 
b=5 i 
b=5 
b= 5 
a=-4 g ¿i 
b=5 5: 
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سلسلة هباج 


نتيجة : (8 -2 5()22+4 +2 22-4) -(2)م 


(G)... و‎ 
يكافئ‎ p(z)=0 2 
(B) P 


O 20 4 OD? : (a) حل المعادلة‎ 
2 
zi = Doae 
p= A 2112 yi 
2 
A=16+32=48=(4 3 : (B) حل المعادلة‎ 
en 3 
ESASAN 3ك‎ 2 
2 
2-23: -2 +2 3:21; 2+ 115 نتيجة : حلول المعادلة !0= (z)م :فيا © هي‎ 
10  نيرمتلا‎ 


1- حل في © المعادلة دم 
las ena — 2‏ المعاذلة “ننه renl‏ 


10 — =" 
— GK -1 = 0: —I1 


22-12 يكاة‎ 
e s} 5 


تكفن |1 >2 لو 2-51 
أو z=i‏ أو z=-i‏ 


(1;-1;i;-i) إذن : حلول المعادلة 0 -]1 - هي‎ 
P An | 
z-1 


إذن : المعادلة 1=“( 


es ا‎ 


221 مع‎ t= 
= 1-07 فى‎ s اخقة)‎ 
t=-i أو‎ t=i أو‎ t=-1 أو‎ r: تكافئ‎ 


الحالة )1( t=1‏ إذن : 


الحالة (2) t=-1‏ إذن : 


e (BE الحالة‎ 


سلسلة هباج 


الحالة (4) t=- i‏ أي 


أي 1 221-212 
أي z(2+i)=-1+i‏ 


خلاصة : حلول المعادلة 1 -: EN ey‏ 2 202{ 
التمرين ‏ 11 
م كثير حدود للمتغير المركب Z‏ حيث 261 + 3822-9022 + 23 4-10 - (2)م 
1- » عدد حقيقي . عبر بدلالة 0 عن الجزء الحقيقي و الجزء التخيلي للعدد pia)‏ 
2 — عين قيم 0 حتى يكون 0 > (7)10 
3 — عين عددين حقيقيين 5 و © حتى يكون من أجل كل عدد مركب 2 : 0 + 2 ط + 2م)(9 + ”)= (2)م 
4 حل في © المعادلة z(=9)م‏ 
الحل ‏ 1 
p(i o) = (i o) - 10) o)? + 38(i o)? — 90(i o) + 261 l‏ 
=o + 10 i 07-38 02-901 + 1‏ 
o)‏ 90 — ته o? + 261 + i(10‏ 38 كن = 

Re[p(i a)] = o — 38 a? إذن و‎ 

Im[p(i o)] = 10 ته‎ -90 a , 
(1) ..... 0-38 02 +261 = و‎ 
OSES. 100 0وك‎ a= zopas 2ا‎ 

نحل المعادلة )2( : 0 > 0 03-90 10 .تكافئن 0= (02-9)» 10 

تكافئن [3-;3 ;€0 » 

هل a=0‏ حل للمعادلة (1) ؟ ±0 0-0+261 إذن: 0=» مرفوض 

هل 3= حل للمعادلة )1( $ 0= 261 + 81-342 a=3 =à‏ مقبول 

هل a=-3‏ حل للمعادلة )1( ؟ 0= 261 + 342- 81 إذن : 3-= © مقبول 
خلاصة : 0=( )م ¿aS‏ 3= أو a=-3‏ 


b z+ c) _3‏ + تع)(و + 22( = رهام يكافئ 20 د جوم +2 
لنجري القسمة الاقليدية كمايلي : 009 
27+9 2+1 27-90 22+38 2-10 
102+9- 92 + 2 
EET 90 2+ 61‏ 
-90z‏ 102 = 
261 + 0 + 292+ 
261 + 292 
0 
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نتيجة : 29 +22-102 دع +ج +22 
أي b=-10‏ + وود 


Z +9=0‏ 
p(z) = 0‏ يكافئ م أو 


z -10z+29=0 


Ze -3i} يكاة‎ 
22-10 2+ 29-0 0 2 


A=100-116=-16=(4i?  :22-102+29- 0 لنحل المعادلة‎ 
j للك‎ riw i 


[ | f 
ر‎ = 1041 s+2i 


خلاصة : حلول المعادلة 0= (2)م هي 213+ 31;5-21;5-;31) 
التمرين ‏ 12 

1 — أكتب على الشكل المثلثي العدد المركب 1 - 1 

2 حل في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة =z‏ 
3 — أحسب العدد (yw‏ و أكتبه على شكله الجبري . 


4 سما هي یم لخد ال in‏ يدون مل ا va (C).‏ 


(-1-3i)z+3+i 


حيث 20 هو الحل الذي له أصغر طويلة . 
z‏ 


127 فل‎ 
NET ات‎ 
IH- 
= 2 [eos 2) +i sin(- 2([ 
221 مع‎ 2-2-1 SDA 3+3 es اه‎ =2 
21 مع‎ Z2+3iz-3-i=0 يكافئ‎ 34 
A=-9-4C3-i)=-9+12+4i=3+4i=(2 +i) 
——— =-1-2i 
n= 2t ز1‎ 
ll =N1+1=(2 + Jzl=\1+4=Ņŭ5 
20 = 22 = 1-1 : إذن‎ [zil > lza] 
20 = (2 [cos(- 4) + i sin- 2 )] : )1( حسب السؤال‎ — 3 
2008 و‎ 2008 £ 
(D = eost Z) + iss: D] : إن‎ 


= cos 2008(- Z) +i sin 2008(- 39 
= cos(- 502 z) + i sin(- 502 x) 


ا 
A )+isin(-n Z) 4‏ معدم = (Ê)‏ 
إذن : يكون (ey‏ حقيقيا إذا و فقط إذا كان 0= (& )ام 


keN مع‎ n=4k أي‎ 
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13  نيرمتلا‎ 

من أجل كل عدد مركب Z‏ حيث 21< نعتبر العدد المركب L(Z)‏ المعرف ب : 
1 — أوجد الأعداد المركبة + حيث L(z) =z‏ ثم أكتبها على شكلها المثلثي 

2 لتكن M‏ نقطة لاحقتها z‏ 

عين مجموعة M hii‏ من المستوي حيث يكون L(z)‏ عددا تخيليا صرفا 
الحل ‏ 13 


3 . عو او 622210 


_ 5-02+21 +i) 


LO 1z 12 


yz + 
z(iz+2)=(5-i)z+2(1 +i) تكافئ‎ 
iz +2z-(5-i)z-2-2i=0 تكافئ‎ 
i7 +22 -5+i)-2-2i=0 تكافئ‎ 
i2+GC3+i)z-2-2i=0 تكافئ‎ 


A=(-3+i}-4i(-2-2i) 
=9-6i-1+8i-8 


72i 

=(1+ D7 

E i 
Zl 2 i s Sen 1-1 

کک 1ك لظف ا و 

2i Zips 4 
)-1-1:-21( هي‎ 1:)2( =z ااتي تحقق‎ z نتيجة : الأعداد المركبة‎ 
1-1212 [cos(5 Z) +i sin(5 2)] : الشكل المثلثي‎ 


-2i= 2 [c0 $) + isin 2 )] 
2421 OV )2:1( 2 )0 :2( حيث‎ z=x+iy ليكن‎ 2 


05-1 1 


12 Ix +Iy)+2 
Es Sx+5iy-ix+y+2+2i 
ix-y+2 
_ (6x+y+2)+(@y-x+2i 2-y-ix 
2-y+ix 2—-y— Px 
_ (Sx+tyt22-y)-x5xty+2)i+(5y-x+2(2-y)i+x(5Sy-x+2) 
Q - y + 
_ 6 لات‎ + 202 - y) +x56y-x+2) (6 y-x+2(-y - 6 x+y+2); 
Q yx. -yf + 2 
: تخيليا صرفا إذا و فقط إذا كان‎ L(2) نتيجة : يكون‎ 
GK طعا‎ 22 FREY x+ 2( > 0 (1) 
LAA Orrien @) 
10x-5xy+2y-y +4 2y +Sxy =x? +2 x =0 الشرط (1) يكافئ‎ 
-y -x + 12× +4 =0 يكافئ‎ 
xX +y —l2x-4=0 يكافئ‎ 
(x-67 + -36-4 =0 يكافئ‎ 
18)6 : 0( التي مركزها النقطة‎ (C) هي معادلة الدائرة‎ (x-6) + يكافئ 0 - ”ر‎ 
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و نصف قطرها 40 

الشرط (2) يكافئن 0 (1+ 201 +5-1(2) 

(5=i)z+2(1+i)=0 المعادلة‎ Jai 


tayan ¿aS (2) إذن : الشرط‎ 

Ja‏ النقطة ذات الاحداثيات )= yan mA‏ إلى الداتزة G‏ ؟ 
y2_ 6760 -‏ 6 ( .8232 

(ss L - 6) +)“ -(8 ( u 0 


إذن : فعلا النقطة A p26)‏ تنتمي إلى الدائرة (C)‏ 
خلاصة : يكون (1.)2 تخيليا صرفا إذا و فقط إذا كانت M‏ نقطة :من الدائرة (C)‏ ذات المركز W(6;0)‏ و caai‏ 
القطن oskid etiu N40‏ .)2 ; 8)0 بو( 6= 4 E‏ 
التمرين ‏ 14 
p‏ كثير حدود للمتغير المركب Z‏ حيث 21+ 2-2 (1-1) + 7 p)z2)=‏ 
1 — أحسب p(1)‏ ثم استنتج كثير الحدود Q(z)‏ حيث p(z) = (z -1) Q(z)‏ من أجل كل عدد مركب 2 
2 حل في © المعادلة 9 > (2)م 
3 لتكن ۸ ٠ 8 ٠.‏ © نقط من المستوي لواحقها حلول المعادلة 0 > (7)2 
ما هي طبيعة المثلٹث ABC‏ ؟ 
الحل ‏ 14 
p(D=1-i+*1-i-2+2i=2-2i-2+2i=0 a‏ 


(z — 1) 0)2(‏ = (2)م إذن : = — Q(@)=‏ حيث 2+1 
لنجري القسمة الاقليدية : 3 


Z2-—iZ+(I-i)z-2+2i 

z Z +(1-i)z+2(1-i) 

d-i 2 +)1-1(2-2+21 
GC (52 

201-1(2-2+21 

2(1-i)z-2+2i 

0 = 


إذن : (2)1-1 +2( قات 


= 
تكاف‎ = 
22 + )1-1( 2+ 2)1-1(- 0 1 SE PD 
2-1 
رذ‎ 227 90 

A (I i 4C 20 : © نحل المعادلة (2) في‎ 
EE A E 
=-8+6i 
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ا 
ملاحظة : للبحث عن الجذر التربيعي ل -8+6i‏ تضع 8+61--81(5 +( 


[= -8+|64+36 _ |-8+10_] Y: 
De x api 


مه * 2 -&+6i=(1+3‏ 
1 د — 
titlt3i zi‏ دير 
نتيجة : حلول المعادلة p(z2)=0‏ هي (1;2i;-1-iy‏ = 


3-“التكق. MEO TEN EES © B7 A‏ 
AB =|2i-1|=4+1=5‏ 
AC = |-1-i-12= |-2-i2=4+1=5‏ 
BC =|-1-i-2i|2=|-1-3i|l=1+9= 10‏ 
e‏ إذن : ABC‏ مثلث متساوي الساقين 
AC = 2‏ + ۸8 إذن : ABC‏ مثلث قائم الزاوية فى A‏ 
خلاصة : ABC‏ قائم و متساوي الساقين 
التمرين ‏ 15 
p‏ كثير حدود للمتقير المركب” Z‏ معرف كمايلي > 2-51 (41 + 5) +2 (3+ 4) - 2 > (2)م 
1 تحقق أن 0=(¡ + 2)م ثم عين كثير الحدود QZ)‏ حيث p()=(-2-—i) Q)‏ 
2 حل في © المعادلة p(z)=)‏ 
3 لتكن ۸ ( ٠8‏ © نقط من المستوي لواحقها حلول المعادلة 0= (2)م éa‏ 2+1 هي لاحقة النقطة A‏ 
عين احداثيات النقطة D‏ حتى تكون A‏ مركز ثقل المثلث BCD‏ 


15 = Jati 
pQ +i) = (2+? = (4+ 2+ i) + (5 +14 (2 + كز‎ =I 
=2+1li-8-19i+10+5i+8i-4-5i 
= 
Q)( = P i هم‎ = z—2- QG) 
2-2-1 : لنجري القسمة الاقليدية‎ 
Z-(4+j)2Z+(S+4i)z-5i | 2-2-1 


Z2- (2 +i) 2 Z-—2z+1+2i 
—2Z +(5+4i)z-5i 
-22+(4+2i)z 


)1+212-51 
)1+21(2-51 
0 Q)2(= 27-22 + 1 +2 1 + نتيجة‎ 
2-2-1-0 ¿S p(z)=0 2 
ET Z-—2z+1+2i=0 a 3 
A=4- 4) +21(-- نحل المعادلة )0( : 0-2 زع‎ 
آ22 = رع‎ i E 
e 
2 


نتيجة : حلول المعادلة 0 -(2)م هي (12+1:1:2-1 
لتكن Zc t zp t za‏ ؛ م2 الواحق النقط De C + B ç A‏ على:الترتيب . 
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1(B:1);:(C:1):(D; D} هي مرجع الجملة‎ A : إذن‎ 
ZB +Zc FZD = 3 ZA منه : 2 كاك = أي‎ 

2D 3 Za إذن : تسود‎ i 
zo=3(2+i)-i-(2-i)=6+3i-i-2+i=4+3i 
D(4;3) هي‎ D احداثيات النقطة‎ 
16  نيرمتلا‎ 
EBs z7 -)6+ (2+ )13 +1( 2-10 + 21- 0 لتكن في © المعادلة‎ 
تقبل حلا حقيقيا 20 يطلب تعيينه‎ (E) أثبت أن المعادلة‎ 1 
الحل الثالث‎ zz و ليكن 27 الحل الذي جزؤه التخيلي سالب و‎ (F) حل في © المعادلة‎ 2 
22 + 2 + 20 نقط من المستوي لواحقها على الترتيب‎ € Q B 2 A 
))۸ : -2( : )8 ; 3( : )© ; 1(( مرجح الجملة‎ © ikii عين احداثيي‎ 3 
-2 M4” + 3 M8” +MC2=9 من نقط المستوي حيث‎ Ey عين المجموعة‎ 4 


16 حل‎ 
û eR g-i 
o -(6+i)a? + (13+) 10+21 =0 يكافئ‎ (E) حل للمعادلة‎ a 
شن 6 تبن‎ -io +13 a +i a -10+2i =0 EG 
a -6a +130 -10-i -a-2)=0 يكافئ‎ 
(1) El A 
Cha 6d 3 1 - 10=0 
A=1+8=9 : (1) نحل المعادلة‎ 
P 
ESE 
a2 2 2 
E E 30 1O akid © =-1 هل‎ 
إذن : 1-= ۵ مرفوض‎ 
8-24 + 26-10 = 34-34 =0 $ (2) هل 2= » حل للمعادلة‎ 
إذن 2= م2‎ (E) حل للمعادلة‎ e =2 : نتيجة‎ 
-2 


z 2 


Z - (6+7 +(13+i)z-10+2i 
ا ی ا‎ 


2-2 
C4-iD2+(3+i)z-10+2i 
C4-i)Z2+(8+2i)z 

(5-i)z-10+2i 
(6—i)z-10+2i 


z=2 
H $i | تكافئ‎ (E) إذن : المعادلة‎ 
OS 27 + (-4-i)z+5-i=0 
A=16+8i-1-4(5-i) : (D لنحل في © المعادلة‎ 
=15+8i-20+4i 
=-5+12i 
= (a + p i) 
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_ 4+i-2-3i 
z= = 


1 5 =1-i : منه‎ 
ا ور‎ E PO 
2 
و2‎ 31221 £ t: اك‎ a tres 5 ها‎ (E) نتيجة : جلول المعادلة‎ 
s . SOG الکن 2 ةة اة‎ 
e iadaa toD a S E 
ري‎ PGF 2 2 


GG) = 
-2GA2+3GB2+GC2+2MG2=9 همال 2 - يكف‎ +3 MB +MC =9 —4 


MG? = 9 + 2 GA? -3 GBP — GC? 


5 يكافئ‎ 
GA? = 
cB = |١١11 
2 
oe = |ı .i-3-2¡ لك‎ 
,_9+2)(-3)1(-4 
MG = 5 نتيجة‎ 
نميو‎ 364 10 341 = 
E l i 
Mo = 1 a 
MG=1 A 
1/2 و نصف قطرها.‎ G هي الدائرة التي مركزها‎ Em hill ذن : مجموعة‎ 


الت = 17 

b=2+|3+3i : a=3+i 3 o% 

© حيث 8 هو مرافق‎ b + 2 ؛‎ a نقط من اله ستوي لواحقا على الترتيب‎ © ٠ B » A 

1 — بين أن المثلث AOB‏ متقايس الأضلاع O)‏ هي مبدأ المعلم) 

2 عين zG‏ لاحقة النقطة © مركز Jë‏ المثلث AOB‏ 

لیکن » و B‏ عددين مركدبن و T‏ التحويل النقطي للمستوي الذي يحول النقطة M‏ ذات اللاحقة z‏ إلى M'‏ ذات 

اللاحقة z'‏ حيث 8 + 2ح '2 

3-عين © و B‏ حتى يكون T(O)=G‏ و T(A)=C‏ 

4 — بين أن T‏ دوران يطلب مركزه و زاويته 

الحل - 17 

3 =l 
2 


سلسلة هباج 


. مثلث متقايس الأضلاع‎ OAB : إذن‎ OA = 08 = AB : ¿x 


3+iN3+3-i 3+0 


z = —— =2 5 
2 
OAB هي هركز تقل المثلث‎ G(2;0) : إذن‎ 
a(0)+ 8 =2 š T(O)= G 
J = یکافئ‎ 5: 
a3 +i 3)+86=2+3+3i = LE 
E 
la +iN3)= [13+31 
B2 5 
1 3+3i يكائ‎ 
FFIN 
fer? = 0 
ET. OE = 
e= × — 
3ل[3+1‎ 3-13 
22م‎ = 
a= 3N3-3iz9i+ 3 5 SN 
8-2 9413 E 
AIS TE 
12 
يكاة ا‎ 
يكافئ‎ 
دیا‎ N3 + Li 
o 2 
هي : 22( + خلا) دج‎ (T) نتيجة : عبارة التحويل‎ 
g= قلا‎ + i= Icos 2 +isin Z) 4 
E RD N ansa Te lal=1 
1 و‎ £ Arg(o) = Z 
ES zi 6 
18  نيرمتلا‎ 


3-1 نقطتان من المسته.ي لواحقها على الترتيب 21 +4 و‎ B و‎ A 

1 ما هي طبيعة المثلث OAB‏ ؟ O)‏ هو مبدأ المعلم) 

2 عين مركز و زاوية الدوران R‏ الذي يحول A‏ إلى 8 و 8 إلى 0 
3-لتكن © صورة © ,الدوران. R‏ . ما هي طبيعة الرباعي ABOC‏ 


18  لحلا‎ 
= ]4+ 2112-16+4-0 اأ‎ 
=|3-il2=9+1=10 
=|3-i-4-2i[?2= [-1-3i[2=1+9=10 

8 إذن : المت 131 شري متساوي الساقين و قات الزاوية في‎ BO=AB a 
إدن اوي الساقين و قائم الزاوية في‎ BO? + AB? = AO? <= 


2 لیکن 8 +02 = 2 <بارة الدوران R‏ حيث © و B‏ عددين مركبين و lal=1‏ 
e 5 1.٠... )1( ¿as TT‏ 
a3-i)+B =0... (2 5 R(B)=O‏ 
بطرح )2( من )1( نحصل على : a(4+2i—3+i)=3=i‏ 
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بالتعويضن في )2(: . 3+ 
نتيجة : عبارة الدوران R‏ هي 


النقطة الصامدة - ]329 


زاوية الدوران : 


OB = A4‏ إذن ! ABOC s‏ متوازي أضلاع 


ju‏ 88-80 و ABOC ¿š ABI BÓ‏ مربع 


التمرين ‏ 19 
لتكن A‏ و B‏ نقطتان من المستوي لاخقتهما على الترتيب 3-21 و -1+6i‏ 
w‏ نقطة من حامل محور الفراصل . R‏ الدوران الذي مركزه Ww‏ يحول A‏ إلى B‏ 
عين احداثيي المركز w‏ و زاوية الدوران R‏ 
الحل ‏ 19 

xe R &s w(x;0) لتكن‎ 

WA = WB : إذن‎ R(A)= B 

WA” = WB? aù 


13-21 آي : 261-22 1-|= ع‎ 
)3 x) +4 -)1 +x) + 6 : أي‎ 
92 Gx KF4=1 +2 x +x? #35: أي‎ 
#6%+13SD 37 zg 
x=-3 1 
ا ريع‎ s. WG3:0) دو‎ R نتيجة : مركز الدوران‎ 
0 =(WA ; WB) : لتكن 0 زاوية الدوران إذن‎ 
= Arg(-1 + 6i + -(ة‎ Arg(3— 2 i+ 3) 
7 ا‎ 
(26) 
)يبد‎ Hi ) 
EAT 00 3+i 
3-1 3*i 
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سلسلة هباج 


خلاصة : R‏ دوران مركزه (0: 3 W(-‏ و زاويت 
التمرين ‏ 20 

3-31 + 1+1 t 6 نقط من المستوي لواحقها على الترتيب>1 2 ؛‎ D . © ١ B . A 
2' =3» 2+ 8 التحويل النقطي للمستوي عبارته المركبة‎ T و 8 عددان مركبان و‎ » 

TODS TAB E Bg غين:‎ 

20  لحلا‎ 


< ss a< Wa k. 


داد 


Sal +)+B=3-3i....(2) ” (=7 
30021-1-1-6-331 :701( نطرج. (2). من‎ 

361 +i) = 3E i) آي‎ 

Ai 

2 

F 

اي 

ي 


بالتعويض في )1( Jam‏ على : 


خلاصة : عبارة التحويل T‏ هي :12 3- -'2 
التمرين ‏ 21 
A(2;1)‏ ؛ B(3;0)‏ نقدتان من المستوي المنسوب إلى alta‏ متعامد 


EN هو التحاكي الذي مركزه ۸ وسبته‎ H 
q و زاويته‎ B هو الدوران الذي مركزه‎ R 


cn 
BO هو الانسحاب الذي شعاعه‎ T 


1 — أكتب العبارة المركبة لكل من:التحويلات H‏ ؛ T + R‏ 
2 أكتب العبارة المركبة للتحويل 71012011 
oe - 3‏ النقطة C‏ حيث O) (ToRoH)XC)=O‏ هي مبدأ المعلم) 


B 
Ps 
4 
م لاعن رمدم‎ 
822+ 2+ + B); 


(A (المركز هو‎ 2+i= 


أي : 


نتيجة : زرغلا بن + 2+24 عبارة H‏ 
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عبارة s 2 2= [cos(-* )+isin(-Z )] +8 :R‏ تيت Gaono‏ 
[cos(-& ( +i sin(- 2([‏ - 1 
ada‏ آ22 ]ووم 
EE 5‏ 
2 2 
TRR‏ ;32 + 2 ۔ و+ے ( 2لا ۔ 2ل = Rada‏ 
2 2 22 
عبارة 1 : 2-2-3 عبارة T‏ 
RoH(z) = R[H(2)] E 2 S s 2‏ 


RE EE, 

E هل‎ NZ لا‎ REE 2 
=) 2] 1 2 2 2 +) غلا+‎ (1[+3- 5 + 5 1 
ETE E OE aE A 
= 20 (2+ Ba- p È 2 G+] B)i]+3- E s 

= 0 I em 2i- ` G PP, E 
- 20 تم لا‎ Ea Ble; s, 6 

= pF ام‎ Byes: a 3 

=: ; 3 2 E 

1 ن‎ (2+ 2 AS GE 9 2 22 ¡ 


=Z (+ 


AE e 
F ao’)? 
=1 a-)z+8 02-1 


ToRoHC) = T|- 4 )1-1( 2+ كا‎ +N 2- D] : إذن‎ 
قا مز )لد‎ +i( ]2-1(-3 
=-4(1-i)z+ $ +i( 2-1) 


و هي العبارة المركبة ل 101011 
3 لتكن 2 لاحقة النقطة © 
ToRoH(C) = 0‏ يكافئ 0 = ToRoH(z)‏ 


-1a-dz+ $ + (N2-1)=0 E 
)على‎ -Dz+3+i4 2-1] =0 يكافئ‎ 
-)1-12+3 +1)40[2-1(-0  نئفاكي‎ 
_3+i4 2-1) 
- 1 
_ 3+14 2-0 1+ 
i 1+1 
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S 


يكافئ 


ل+2ل.4- نا -2 410 +31 +3 _ 


يكافئ 

_ 4-4 2 +4 2+2) 

يكافئ S a sassa‏ ڪي 

يكافئ ]+ 2[ z=2—2 2 +Q‏ 
نتيجة : احداثيي النقطة © هما (2+1 [2-20[2:20)© 


التمرين — 22 

idal‏ © المعادلة 0 -1+ 2+3 (1+ 2)-22 و ليكن 20 و zi‏ حلولها حيث lzi]‏ < اما 

Zi t 20 نقط من المستوي لواحقها على الترتيب 1 ؛‎ C ع‎ B ۰ A 

2 عين احداثيي النقطة G‏ مركز المسافات المتساوية للنقط C: B: A‏ 

MM' =MÁ + MB + MC حيث‎ M' النقطة‎ M التحويل النقطي للمستوي الذي يرفق بكل نقطة‎ T 
GM'=-2 GM أ) بين أن‎ 

ب) إستنتج طبيعة التحويل T‏ و عناصره المميزة . 

ج) أكتب العبارة المركبة للتحويل T‏ 

4- الى › C' ۰ B'‏ صور النقط A‏ ۰ 8 ¿ © على الترتيب بالتحويل T‏ 

بين أن النقط C'e 8' ¿ A'‏ على استقامية 


22: J 39 
A=4+4i-1-12-4i : Z2-( +i)z+3+i=0 -1 
=G b° 
E 
$ 2 1-1 
ئ3‎ 1+2 
=I. > 
221521 | o اها < ادها‎ 
IIT Tl + لاحقة النقطة © إذن‎ z -لتقن‎ 2 
6)1:1/3( : منه‎ 
SRE ع‎ 
GM'= GM + MM' 0 


بيت > و ع 


= GM + MA + MB + MC 
E E 
MA + MB + MCE = 3MG ¿Y = GM +3 ME 
=GM-3 GM 


--2 GM —— NP 
-2 و نسبته‎ G(1;1/3) بالتحاكي الذي مركزه‎ M هي صورة‎ M' : إذن‎ GM'=-2 GM ب)‎ 
عبارته ,2+8 2--'2 حيث‎ : OM G تحاكي نسبته 2 - و مركزه‎ T (z 

5 EE و‎ 1. 

= + —i)=3+ =1+ 

8-01 5) TS 1 sÍ 
2-2 Z+3+i : هي‎ T عبارة التحاكي.‎ : 4525 
(A) على استقامة واحدة لأن لها نفس الفاصلة إذن فهي تنتمي إلى مستقيم‎ © ٠ B + A لدينا النقط‎ 4 
. على استقامة واحدة‎ C'e 8' ¿A': إذن‎ ©" ١ 8' e A' هو مستقيم يشمل‎ (T) بالتحاكي‎ (A) و لكن صورة‎ 
23 — التمرين‎ 
zc=-2-2i ؛‎ Zzg=5+5i نقط من المستوي لواحقها على الترتيب 21+ 2 حي ؛‎ © 2 8 » À 
أثبت أن العدد  2-24 حقيقي‎ - 1 

3 28-24 


3 


2 إستنتج طبيعة التحويل «نقطي T‏ الذي يحول B‏ إلى C‏ و A‏ نقطة صامدة وحيدة ب T‏ 
3 أكتب العبارة المركبة للنحويل T‏ 


T بالتحويل.‎ (y) (7)_صورة المنحنى‎ EE E E] E a 


23< الح‎ 
Ze — Zx لح‎ 
ZB ZA 
Zç — ZA 
اذن : قعلا جد حديهي:‎ 
s= Zh — ZÁ 3 z 
sC Z= A يكافئ لمحو‎ Z E =2 
3 RA 3 
AC = ŻAB يكافئ‎ 
ليك‎ Jie 
AC= —AB + T(B)=C TTR 
وحيدة‎ T(A)=A کا‎ 
A و نسبته‎ A هو التحاكي الذي مركزه‎ T فإن‎ 
= =za حیث‎ Z= كك‎ 2+8 T الشكل المرك ل‎ 3 
ET $ 
ks e t sy = 
3 3.53 
ا + دع‎ Mi هي‎ T عبارة‎ ١ إذن‎ 
4 4 1 : (T) لنبحث عن الشكل التحليلي للتحاكي‎ 4 
x' قل + روزم د رك‎ ti : إذن‎ Z=x'+iy و‎ z=x+iy نضع‎ 
3 


ر کل کا 
3-3 3 > 
العبارة التحليلية للتحاكي T‏ 


١ -4 414 
E 
Jy و‎ ×" ANa y نبحث الان عن أو‎ 
گا + 4 دمر ا‎ 
> = e 3 3 
کار رچ‎ e TE 
3 3 y 3775 
E r 
ا‎ I `: 
+ 
i ET التحاكي‎ (Y) صورة‎ 
EE Te ا‎ > Tn 
ا‎ Ss e یکافئ‎ y 3% 
-rtd 
EI: 4 ركاف‎ 
2 4 EK 14 
Ay 7 ص‎ = Aas 
= SE 3 


اسلسلة هباج 


سلشلة هباج 


EEP] 13 16 5 
ان‎ +3x'- لهك‎ ZAG 
= 3 9 x'— 42 z 


ys 3s- — > ذو المعادلة‎ (y) هو المنحنى‎ T بالتحويل‎ (y) صورة‎ : 
JEA 

24 

لتكن المعادلة 45-0 + 142-362 + 2-47 (E).‏ 

1 بين أن المعادلة (E)‏ تقبل حلين تخيليين صرفا مترا ZO‏ و و2 حيث الجزء التخيلي ل 20 موجب 

2 عين الحلول الأخرى ,<7 و << للمعادلة (E)‏ حيث الجزء التخيلي ل ,7 موجب 


3ل تحويلا نقطيا بسيطا يحول Zo‏ إلى Zo‏ و Zi‏ إلى Z‏ 

24 / 

Oe Rs لت لكز‎ 

(i o)” = 4) a) + 14) a)? — 36 i + 45 =0 LAS (E) حل للمعادلة‎ (i@) 

يكافئ 0 - 45 ج361 1462 ستو زو دثو 
يكافئ 0 = a)‏ 9 — تن)ز 4 + 45 + a^ -14 o?‏ 
TO‏ 1 2( 
oÓ — 9 =0 P‏ ...... 2( 


حل المعادلة )2(: 0= 63596 تكافى 0= (2-9ن0)0 

تكافئن 0= 9- ”ى لأن 60د » 

تكافئ (3:3-)» » 
هل 3= ى حل للمعادلة )1( $ 126=0 - 126 =45 + 126 81 محقق 
هل a=-3‏ حلاللمعادلة;(1) ؟ 0= 126-126= 45 +126 - 81 محقق 


نتيجة : 31 و 3 - هما حلان للقعادلة (E)‏ 
الجزء التخيلي'ل zy‏ موجب إذن 5 20-7317 3 Z=-3i‏ 
اك البحث عن 20 szy‏ 


المعادلة (F)‏ تكافئ 0 < (Z-3 i XZ+3i)Q(2)‏ حيث Q‏ كثير حدود من الدرجة )2( للمتغير Z‏ نبحث aic‏ 


ARSE 
-4z +57 236245 
-42+ 01-367 


45 


0 0)2( - 2 -4 2+5 : لتيجة‎ 
Q) = 0 AEE, 


لان الجزء التخيلي ل Zi‏ موجِب 


3 لدينا ,2-2 إذن: يكفي أن نأخذ T- bsa‏ ذو العبارة 2= < الذي يحول كلا عدد مركب إلا مز افق 


Zo = T(z0) la 
z= Tia) = z 
. و هو التناظر العمودي لنسبة إلى محور الفواصل‎ 
25  نيرمتلا‎ 
4 نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب 1 و‎ B و‎ A 
A ماعدا النقطة‎ (OA) المسقيم‎ hš; هي مجموعة‎ (d) 
A ماعدا‎ A في النقطة‎ (OA) هو مجموعة نقط المستقيم العمودي على‎ (A) 
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z 1 و نصف قطرها‎ A هي الذائرة التي مركزها‎ (T) 
2 يختلف عن 1 العدد المركب 7 حيث‎ Z نرفق بكل عدد مركب‎ 
2. و‎ Z نقطتين من المستوي لاحقتاهما على الترتيب‎ M و‎ m لتكن‎ 
l sja 

x =p xX A 
g@) = t asss t — دالتين معرفتون‎ g و‎ f لتكن‎ 


نسمي Di‏ و D>‏ مجموعتي تعريفي الدالتين f‏ و ع على الترتيب 

أدرس تغيرات كل من f‏ و g‏ ثم إستنتج f(D)‏ و g(D:)‏ 

H الجزء‎ 

1 حل في © المعادلة 2-3 ذات المجهول 2 ثم أكتب الحلول على شكلها الأسي 

2 نفرض في هذا السؤال أن z=1+e‏ (مع OER‏ 

أحسب Z‏ بدلالة 0 ثم إسننتج مجموعة النقط M‏ لما 0 يمسح IR‏ 

z M(X;Y) s m(x;y) 3-نضع‎ 

أ) عين مجموعة النقط M‏ لما m‏ تمسح المجموعة (d)‏ 

ب) عين مجموعة النقط M‏ لما m‏ تمسح المجموعة (A)‏ 

4- أحسب X‏ و Y‏ بدلاة x‏ و ر. ثم عين مجموعة النقط m‏ عندما M‏ تمسح محور الفواصل 


25  لحلا‎ 
: 1 الجزء‎ 
5, -182- )1( : o 12 - (1) معرفة على‎ f : f تغيرات الدالة‎ 
lim fo)=lm Ž=-% 
x—- 0 x—-o X 
lim مد ةط هناك و1‎ 
إكي‎ yS 
lim f(x)=lim = =+œ 
جر ا‎ 0 2 
lim f(x) = lim X =+ م‎ 
x>+o x>+oX 


_2x&-1)-x _ x -2x 


Po 
2 (x 12 «=D 
< ° 0 1 2 قله‎ 
Pol a EE 
0 + co. +o 
f(x) Po a = 
4 
=e 2 
f(0) = 0 
= =4 
A (Dı) -[- :هه‎ 0]JU[4 ; + نتيج : ]م‎ 
Do =IR* : إذن‎ IR* تغيرات الدالة 8 : ع معرفة على‎ 
2 
lm g@)=lm Z =-o 
صر 0 دجي‎ Q X 


lm g(x) = lim == 
xS0 y S07 
Š 1 -1 
lim g(x) = lim — =-œ 
x U y2>0 y 
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2 
lim g(x) = lim Alapo 
X— +e ادم دجي‎ 


202 -D) _ 2+1 


E RS DE 
E&x) Z = 
x jo 0 == 
> 
gx) + F 
+o +o 
gax) Pan -A | 
= N نتيجة : 18 =(02)ع‎ 
2 : H الجزء‎ 
= يكافئ‎ Z=3 2 
2-1 
I) يكافئ‎ 
Z-3z+3=0 يكافئ‎ 
A=9-12=-3=G 3 
ا و‎ 
0 22 
RS RE ETE 
22 2 ا‎ 


22 الشكل الأسي ل 21 و‎ 
E ا‎ S S S pN 
2-3 (E +1 :( - [eost +isin 2[- E 


2 Tae 
1 7م‎ - 1 
— 1+2 آم‎ +e 


e 


=e, 2 +e 
=e p+ 1 F 
و‎ z=1+6 لان‎ =Z+z 
= 2 Re(z) 
=2 Re(1 + e) 
=2 Re(1 + cos 6 + i si¬ 0) 
= 2(1 + cos 0) 
M(2(1 + cos 8) ; 0) منه‎ 
-1<cos0<1 : لدينا‎ 
0>1 + إذن : 2> 6 وم‎ 
0> 2)1 + cos0) > 4 : منه‎ 
IR لما 0 يسح‎ M häl و هي مجموعة‎ [OB] تنتمي إلى القطعة المستقيمة‎ M : إذن‎ 
x € 11- )1( حيث‎ m(x;y) : o (d) تمسح المجموعة‎ m (i 3 
x € 1R - حيث }إ1{‎ z=x منه‎ 


: إنن‎ z=1+e 2 


7 


4 


2 
Z= x اا ا ر‎ 
x-1 2-1 
574 
M( — 0) > کن‎ 
= C ) ə 
TEES OU Tol فان لما (1] - 11 ع × قان‎ I حسب الجزء‎ 
x: 


إذن : النقطة M‏ تنتمي إلى محور القواصل ماعدا القطعة المستقيمة [OB]‏ 
حيث يمكن ل M‏ أن تنطبق على O‏ أو B‏ 
ب) m‏ تمسح المجموعة (A)‏ إذن : m(1;y)‏ مع ۶0ل 


z= 1 : منه‎ 
E: 
zakiy PS 
1+iy-1 
1-y +2iy i 
SE y 
_1-y +2iy -iy i 
4 sy T g 
-iyl -y)*2 
Ein 2 y 1 
Ey 
Z=2- —i Í 
y ي‎ 
r 
e l 
Z=2+ ل‎ 
= 5 


تعتبر الدالة h‏ للمتغير الحقيقي yy‏ ,المعرفة على ,*1۸-ب = h(y)‏ 
إذن : حسب الجزء I‏ فإن لما h(y) e IR oë y e IR*‏ 
إذن : مجموعة النقط 1/1 ذات اللاحقة Z‏ هي نقط المستقيم ذو المعادلة X=2‏ 


X+IY= إذن : العم‎ = 
SS i, x-—-1-i l z 
X+iY= A ` s: أي‎ 
sn O O E DED 
-+y 
x= CDt) 
@- 1: y F 
y ا سه‎ y) 
@- 1 +y 
x Ly ل‎ EE 
000 أي‎ 
y= 2x y-2xy-yx +y 
(x= ضر‎ 
+= وير و‎ 
ل‎ oats f 
@- 1 +y أي‎ 
z x y+y-2xy 
@— 1 +y 
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سلسلة هياج 


إذن : لما M‏ تمسح مخور الفواصل فإن Y=0‏ مته : 0= ر×2 ير 2 مغ (@;y)=(150)‏ 
TT‏ 
آي y=0‏ أو 0 x+y- 2x=‏ 
آي 0ح بر أو 1= + 1(7=») 
إذن : m‏ تنتمي إلى ااسستقيم ذو المعادلة 0 -:3 أو الدائرة التي مركزها (0 :۸)1 و نصف قطرها 1 باستثناء 
النقطة A‏ 
أي m‏ تنتمي إلى محور الفواضل إتحاذ الدائرة (P)‏ ماعدا ۸ 
التمرين — 26 
الجزء 1 
نا عدد مركب da‏ 1+ 1 > دا 
1 أكتب u‏ على شكله الأسي 
من أجل كل عدد طبيعي غير عدوم n‏ نضع " 14+ u"‏ = م5 
2- بين أن Sn =, cos BZ‏ حيث An‏ عدد حقيقي يطلب تعيينه 
3 عين قيم العدد الطبيعي n‏ التي يكون من أجلها 0 = ,5 
4 أثبت أن إذا كان n‏ عددا زوجيا فإن Àn‏ يكون عددا صحيحا 
الجزء 11 
óS‏ 0 2 - م m € IN* ¿a‏ 
1 - باستعمال دستور ثنائي الحدين أنشر العددين "1+1(2) و "*(ذ - 1) 
2 - م عدد طبيعي أكتب =S‏ أبسط شكل العبارتين P CC J‏ و ”)+ 7P‏ 
3 -ليكن m=12‏ برهن أن 212 - ag D Ca‏ > 
"== — 26 
الجزء 1 
ات 7 ( i2 + [= V2 (cos Z +isin Z‏ 
. 
Saz u" + U" 7-2‏ 
EE ERE na‏ 
+(e‏ 25 - 
CEYE eT]‏ 
ا )"[cos n Z +isinn + + cos(- BE ) + isin(-‏ 2( = 


= A [cos n +isin n 7 + cos E -isin =z] 
= (2Y [2 cosn2 [ 


=2) ]2(" : إنن‎ = 2)2 (" cosn Z 
cos n =0 ¿S S,=0 —3 


يكافئ + ke IN* da cos = cos(2 k‏ لأن n‏ طبيعي 
يكافئ OEDS‏ كم 
یکافئ =2k+1‏ 3 
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ke IN* مع‎ n=2(2k+1) يكافئ‎ 
keN ¿a n=2k  نذإ زوجي‎ 2-4 


3 2)27 : منه‎ 
ND آي‎ 
M= أي‎ 
عدد صحيح‎ Àn : منه‎ 
1 : “= 5 11 الجزء‎ 
(Iis Ca t ازور‎ E E =i 
)1 "ترف‎ - Cn C i)” + Cn الع‎ Chm CD2 + ......+ Com C iy" 
EmO EE = 
r 0 
= (i? 
=0 
EE OE (OE, 
=C 1 +Ç DP 
=2(- 1 
r Ser Qa :1 حسب الجزء‎ 3 
u” +0” = 2(2 set =2(2)" cos كلك‎ s: : إذن‎ 
=a (q +i) = Ch Ë+ CA i tOn De ARE, NSE + 
Tm O aa E 22, 2 af =12 d 
=(1 - i)" = C24 (-i) + C24 (-i) + C24 (= i) +...... + C24 (- i) 
1 
u ab E E i) Coli + CD} FCA +C a+]... + Cf + CD] : م‎ 
= CDC 1("[ + 0 + C4 [2(- 1)1] + 0 + ....+ CA[2C- DU] 
0 2 24 
= 2[C24 - C24 + ... + C24] 
24 
22 + 2412 = [Cai - يوه‎ +... + Caa : إذن‎ 
2(N 2 222 cos air OEE ا‎ EA 
24 
2P LAE ENTA : أي‎ 
12 مت م‎ m. 5 
Z CD Cu =2 : أي‎ 
p 97 À الت‎ 
(@+iy)=5-12i حيث‎ y و‎ x عين العددين الحقيقيين‎ — 1 
E 122-)1-21(2+2)1+1( -9 حل في © المعادلة‎ 2 
(E) المعادلة‎ Cala 22 نسمي 21 و‎ — 3 
أثبت أن “7ج و 2208 حقيقيان‎ 
x-y +2ixy 5-121 21 = الحل‎ 


zo ع)‎ (= 5-121 1 
kriy 2-15-1311 Í SE 


$ 
إذن : 12-= s<‏ 
x+y = 169 3‏ 
بجمع (1) و G)‏ 22-8 
إذن : 2-9 
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THA ilala 


إذن : x=3‏ أو x=-3‏ 
ليكن 3= × إذن العلاقة )2( تصبح : 2x3y=-12‏ 
y=-2 ia‏ 


6-20 =5-i2i legi 
iz7-(1-2)z+2(1 +)=0 حل المعادلة‎ 2 
A=(1-20-412+2 
=1-4i-4-8i+8 
—s pi 
)1( حسب السؤال‎ = (3 —2 i? 
a EE 2-1 داه‎ 
1 -l 


21 < 
2i 
و‎ ETO 44 ezi DM 


21 Ži < 223 
205. sa 2104 = 1(1 = 1 ت‎ 
aL E2 + 008 = 22008 x [N2 (cos A Ft sin% jjs 

E = 22008 × (S7) x× [cos للك‎ > Pisin — x ] : ن‎ 
ا‎ = 22005 x 21904 > [cos 502 7 + i sin 502 r] ع‎ 
2008 I 
z2 = 23012 2008 2008 8 

ققيجة : كل من 27 و 22 عددان حقيقيان 

التمرين — 28 


0 عدد مركب غير معدوم 
1 - أنشر العبارة +a]?‏ 1)1- 1] 
2 حل في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة : به + 2+1 [(0 - 1)1 + 1-] +22 ذات المجهول Z‏ 
ترمز ب zi‏ و «2 إلى حلول هذه المعادلة dya‏ ,2 مستقل عن » 
3 نفرض في هذا السؤال أن asiy‏ حيث y‏ عدد حقيقي غير معدوم 
أكتب كل من zi‏ و 22 على شكله المثلثي 
4 ه4 و M‏ نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب 21 و Z‏ 
لتكن E‏ مجموعة النقط M‏ من المستوي حيث 2 - (21()2-21- 2) 
تحقق أن المبدأ 0 ينتمي إلى المجموعة E‏ ثم عين المجموعة E‏ 
اقل 28 
ك [1-i(1 +a)? - 1- 2101 + a) - (1 + oy?‏ 
=1-2i-2ie-1-22 0o-o2‏ 
4-21-21 0-2-= 


A= [-1 +i(1 - -2[(ه‎ 4) a + o) 2 
=1-2i(1 -a)-(l1-a}-4ia-40 
=]-2i+2ia-l1+2a-0-4ia-4a 
= o 2a 2T 2a 

)1( حسب السؤال‎ = [I -1)1 +o) 
للا درم‎ A) IED إذن : عه اسم تو‎ 


2 
00 1il) + 1il +o) = Zitia-i-ia 1د‎ 


نتيجة : 21 مستقل عن » إذن 21>1-1 2 و 22-10 
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yeR* àa asiy لیکن‎ 3 
V2 [ee sC Z) +i sin 2)] 


r SU y 


الحالة الأولى y>0 ٠:‏ إفن: -y<0‏ 
y[cos ît + i sin 7] a‏ = و2 
الحالة الثانية  :‏ 0> ر إذن: -y>0‏ 
منه : -y[cos2 2+1 sin 2 z]‏ = وج 
4 من أجل 2-0 لدينا : 27> :2 zı x‏ = (2- 2000 -0) 
إذن : 2= (0=z(0-z) = |1-i|‏ 
إذن : فعلا المبدأ 0 ينتمي إلى المجموعة E‏ 
لنبحث عن المجموعة (E)‏ : 
2-5 امرك Caen-‏ 
9 21 عات 
إذن : E‏ هي الدائرة التي مركزها النقطة A‏ ذات اللاحقة ,2 و نصف قطرها 2 . 
(لأن المسافة بين. M‏ و A‏ هي 2) 
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التشابه المباشز Kimou.‏ 


في كل هذا المحور نعتبر المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس (زه : 55 : 8) 


تعريف : 
تقول أن S‏ تشابه مباشر إذا وفقط إذا كان S‏ يحافظ على نسب المسافات و على الزوايًا الموجهة أي من أجل كل أربع Lü‏ 
ENE e N ë N‏ 0 (حيث M‏ لا تنطبق على N‏ ) إذا كانت صورها على الترتيب بالتحويل 5 هي N ç M'‏ 
Q, P‏ سن i P= RF, PQ - PQ‏ 
M'N' MN‏ 
E a TOE - aa š E ANIN: SB‏ 
النسبة س تسمى نسبة التشابه المباشر S‏ (عدد حقيقي موجب تماما) و الزاوية (MN : M'N')‏ تسمى زاوية التشابه 
MN‏ 
المباشر 5 . 


خاصية أساسية : كل تشابه ه.اشر من المستوي المركب له عبارة مركبة من الشكل 8 +2 da 2'- ٠‏ » و 8 عددان 
مركبان و ۶0» حيث نسبة هذا التشابه هي lal‏ و زاويته هي Arg(o)‏ 
ملاحظة : باعتبار القيم الممكنة ل © فإن كل من الانسحاب و التناظر المركزي و التحاكي و'الدوران هي تشابهات للمستوي . 
تشاط : 
S‏ تشابه للمستوي عبارتة المركبة ‏ 21 -1+1(2)-'2 
os‏ احداثيات A'‏ صورة A(1;-1)‏ ب S‏ نسبة وزاوية التشابه S‏ 
امحل : من أجل 2-1-1 فإن : 1+1)1-1-21-1+1-21-2-21)-2 
ADe e 2( T 3‏ 
لتكن k‏ نسبة التشابه k=|i+i|=N2 : MS‏ 


لتكن © زاوية التشابه 5 إذن O0=Amg(+i)= F i‏ 
كيب تشابهين مباشرين 


خاصية (1) 
تركيب تشابهين مباشرين هو “:شابه نسبته هي جداء النسبتين و زاويته هي مجموع الزاويتين 
نتائج $ 


ليكن S‏ تشابه مباشر للمستوي عبارته المركبة 8 +2 © -'2 


التشابه المباشر 


52-1 

a= -1 
عن‎ IR - {0;1;-1} 
G e GIR „jal >11 
0ن‎ 1-9 lol zl 


| التناظر المركزي 
| التحاكي 
| الدوران 


خلاصة : 


0 ع‎ IR زاويته © حيث‎ ke IR* حيث‎ k تشابه مباشر نسبته‎ S 
ا‎ S S 0 0 و‎ k l إذاكان‎ S 
5 تسمى مركز التشابه . في هذه الحالة التشابه‎ W يقبل نقطة صامدة وحيدة‎ S فإن‎ (k;0)#(1;0) إذا كان‎ $ 
R و‎ k و النسبة‎ w هو التحاكي ذو المركز‎ H حيث‎ SHOR يكتب على أحد الأشكال التالية 8011 = 5 أو‎ 
O و الزاوية‎ W هو الدوران ذو المركز‎ 
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Sze : مثال‎ 
z= (3 12+3 تشابه عبارته‎ Sh 
2 = (3+ Dz+3-3 Fi تشابه عبارته‎ S; 


ما هي طبيعة التحويل 5,082 ؟ 
"= : 


[3r h Are OR 
Sgin 2[eos(-#)+isin(. 2)] 


+isin z]‏ هم ]ة - diJ‏ + كلاو نبول 


- aiaa $ تشابه نسبته‎ J š: 
: نتيجه‎ 


ola ala 


S;‏ تشابه نسبته 2 و زاويته 


2 2-0  هتيواز و‎ 2x1 =1 هو تشابه ننه‎ 81082 ioi 

أي : 08ر8 هو انسحاتِ . 

للبحث عن شعاعه das‏ عن صورة نقطة كيفية ليكن jad‏ © . 
SioS;(0) = Si[S;(0)]‏ 


لدينا : صورة المبدأ بالتشابه د8 هي النقطة ذات الآحقة 1 3[ 3 - 3 و صورة النقطة ذات الآحقة i‏ 3013 - 3 بالتحويل S.‏ 
هي النقطة ذات الآحقة : 

Æ E : GS A a ; 

st w hp WS‏ ا sr‏ + هوت S‏ و 

1 1010 3N 3+ 3i 37 3 3 Ja 23 


F0 


منه : 0= (0) د8 Si o‏ أي شعاع الإنسحاب معدوم . 
نتيجة : 57052 هو تحويل حيادي للمستوي (التحويل المطابق) . 
تعيين تشابه مباشر علم مركزه و زاويته و نسبته 
لیکن S‏ تشابه مباشر مركزه W‏ و زاويته 0 و نسبته k‏ حيث ]6+ : 1[لا]1 : 0[ € 
# من أجل كل نقطة M‏ من المستوي تختلف عن w‏ فإن : 


-3 t -4+5i t -3-5i t 1 1نقط دراحقها على الترتيب‎ » © B A 
. ثم عين عناصره المميزة‎ D عين التشابه الذي يحول ۸ إلى 8 و يحول © إلى‎ 
: الحل‎ 

ليكن S‏ التشابه المطلوب 

الكتابة المركبة ل S‏ هي 8 +02 -'2 حيث 09220 


[popsas E a 


a(-4+5i)+ 8= 2) S(C)=D 
a-a(-4+5i)=-3-5i+3 : (1) بطرح )2( من‎ 

a(1+4-5i)=-5i g 

Hsi 5 

= i 
s=] z 

-i Lett i 

a أو‎ 

3 Te 2 E 
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نشاط (2) 

-4+5i + -2+3i ؛‎ i نقط لواحقها على الترتيب‎ © » 8 . A 
8 عين التشابه المباشر الذي مركزه ۸ و يحول © إلى‎ 

الحل : 

ليكن S‏ التشابه المطلوب . 

الكتابة المركبة للتشابه S‏ هي : 8 +2 z=»‏ حيث a#0‏ 

5)4(- 4 : مركز التشابه إذن‎ A 


ai) +B =i... N 
ا‎ E (2 3 S(C)=B 
بطرح (2) من (1) : 1+2-31-(6+4-51ن‎ 
DEE 
TET اي‎ 
20-0 y 
4)1-1( : s 
أي ج‎ 
B= i بالتعويض في (1) : 8-1-1 إن : 1 8-1 أي:‎ 


نتيجة : عبارة التشابه S‏ هي : 12+11 دع 


ملاحظة : IR°‏ € »0 إذن : » تحاكي . 
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حلول تمارين الكتاب المدرسي 


في كل التمارين نتسب المستوي المركب إلى معلم متعامد و متجانش GED‏ 

التمرين — 1 

. من المستوي‎ Abii w . مثلث كيفي‎ ABC 

1 أنشئ النقط A'‏ » '8 . "© صور النقط B ٠ A‏ + © على الترتيب بالتحاكي الذي مركزه Ww‏ و نسبته 3 

7 و زاويته‎ W على الترتيب بالدوران الذي مركزه‎ ©" ٠ B'e ۸' صور النقط‎ C" o B" ¿ A" أنشئ النقط‎ 2 
z ABI - BIC EA" 


S =‏ 
wC'=3 wC‏ 
3 ليكن H‏ التحاكي الذي مركزه W‏ و نسبته 3 


و ليكن R‏ الدوران الذي مركزه W‏ و زاويته z‏ 


إذن : RoH‏ هو التشابه الذي مركزه W‏ و نسبته 3 ا 


S(A)= RoH(A) = RIH(A)] = R[A'] = A" 
S(B) = RoH(B) = R[H(B)] = R[B'] = B" } : إذن‎ S=RoH نضع‎ 
S(C)= RoH(C) = R[H(C)] = RIC'] = C" 
uñ qr Imen OA 
د‎ =— =  : نه حسب خواض التشابه‎ 
48 EOE os مر تر لفق‎ M a 
2 — التمرين‎ 
2' - )1 +1( 2+ 4 Ša z' ذات اللاحقة‎ M' النقطة‎ z ذات اللاحقة‎ M نرفق بالنقطة‎ 
N' و‎ M' صورتهما على الترتيب‎ N و‎ M نعتبر النقطتين‎ 
N لا تنطبق على‎ M ثابتة من أجل‎ Waag] 


2 بين أن توجد نقطة وحيدة A‏ تنطبق على صورتها . 
3- أحسب AM'‏ و كذا الزاوية (AM;AM)‏ من أجل M‏ لا تنطبق على A‏ 
AM‏ 
4 لتكن النقط D + C , B‏ صورها على الترتيب '8 D'e ©" ٠‏ . برهن أن المثلثان BCD‏ و B'C'D'‏ 
متشابهان . 
الحل - 2 
ليكن 5 التحويل النقطي الذي عبارته المركبة z=(1+i)z+4‏ 
IN‏ 
nt ¿9—1‏ 
Argil + i) = z‏ 
إذن : 5 هو تشابه مباشر للمستوي زاويته T‏ و نسبته V2‏ 
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ملاحظة لد 
يكن | May‏ إذن : ea‏ هي لاحقة M'‏ 


N' هي لاحقة‎ (1+i)t+4 N sy 


MN'_ |(I+i)t+4-(1+i)z-4| E NENA 
هن اج بيذ اة‎ 


MN [t- zl 
-IQ +0) - ا(‎ 
[t-z| 
_ اف انها‎ 
[t-z| 
=|1+il 


2 لتكن A‏ ذات اللاحقة 2 
A‏ = (5)4 يكافئ A‏ 
يكافئ (I+i)z+4=z‏ 


12-- 4  نئفاكي‎ 
Ei: MA 
AE يكافئ‎ 
2-41 يكافئ‎ 


نتيجة : توجد نقطة وحيدة À‏ لاحقتها 41 حيث صورتها تنطبق على نفسها 
إذن : A(0;4)‏ هي مركز التشابه 5 . 


AM _ 2‏ (نسبة التشابه) 
E:‏ إذن: .= 
SS kasa‏ 
(AM; AMD = Z ASS‏ (زاوية اتشابه) 
S T‏ 
BD -Ppa =0 =‏ 
BD D' = S D)‏ 
سك 
CD‏ 
إذن : المثلثان B'C'D' , BDC‏ متشابهان . 
کرای د 


2' =212+3 : تحويل نقطي للمستوي معرف بشكله المركب‎ T 
1-1 ؛‎ 2 t i لتکن ۸ ¿ 8 2 © نقط بواحقها على الترتيب‎ 


1 عين لواحق النقط '۸ » '8 ٠‏ "© صور النقط ٠ B ¿ A‏ © على الترتيب بالتحويل ۳ . 


2 عين لاحقة النقطة D‏ حيث ه - (100" 


AE AB 
= -3 
A'C' AC وحن‎ 
ÁB; A'B) أحسب‎ -4 
8 — =a 
1 هي‎ A' ا =2 3= 3+(210 إذن : لاحقة‎ 


41 3= 3+ (1)2 2 إذن : لاحقة '8 هي 3+41 
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سلسلة هباج 


521 173-21713 1)1 2 إذن a:‏ هي S‏ 
2 لتكن z‏ لاحقة النقطة D‏ 


2iz+3=i يكافئ‎ T(D)= A 
IF š 
= يكافئ‎ 
ET a 
I i 
= — کاو‎ 
ا م‎ 
6i+2 7 
z= يكافئ‎ 
7 افئ‎ 
PEE s ka 5 
7 +< هي أ‎ D نتيجة : لاحقة النقطة‎ 
2il =2 
2 و نسبته‎ T هو تشابه مباشر زاويته‎ T : 3 کا‎ 3 
2 Arg2 i) = > 
AB! AO T(A) 2 
m بما أن 18 ا‎ 
CTO) 
A'B' x AC =A'C' x AB : aia 
A'B' _ AB š 
a< = = rod 
AE AG 9 ١ 
(AB; AB) = )ورم‎ Ê1 ) e 
2+4; 
= Arg( o) 
2AA: 2+i 
=Ar( zr n S) 
4+21+81-4 
كعد رسخ )مود‎ 2+1 ) 
= Arg(2 i) 
= x 
2 
هي زاوية التشابه‎ (AB; A'B) ملاحظة : يمكن الاجابة مباشرة أن‎ 


التمرين ‏ 4 
A‏ نقطة من المستوي لاحقترا 1 . H‏ التحاكي الذي مركزه ۸ و نسبته 2— 
R‏ الدوران الذي مركزه 4 و زاؤيته < 


1 أكتب العبارة المركبة لكل من R + H‏ + 120151 ؛ HoR‏ 
2-هل RoH=HoR‏ ؟ 


4 الحل ب‎ 
pareti لخر وود عب د سونيف كوك‎ 1 
1-8 
222 t E s e = لن‎ 
B -1 دام حت‎ (cos 3 +i sin 2 )z+ 6 : ۸ عبارة‎ 
1- (os 3 +i sin z) i 
EAR s ss iB 
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إذن ije:‏ ۸ هي 2-12+11-13 


عبارة 2z+3]+1-i=-2iz+1+2i :RoH‏ ]زيل وبع و zH,‏ 
إذن RoH sje:‏ هي : 1+21 +212 --2 


عبارة HOR‏ : رص RP y LOT‏ 
إذن : عبارة 18011 هي : z=-2iz+1+2i‏ 
2 من السؤال السابق نلاحظ أن HoR‏ و ROH‏ لهما نفس العبارة المركبة . 
HoR = RoH‏ 


3+i نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب 2 و‎ B و‎ A 
(OA) هو التناظر المحوري بالنسبة إلى المستقيم‎ S 
AB .هو الاتسحات الذي شعاع:‎ 1 
ToS ؛‎ SoT ؛‎ T ؛‎ S أكتب العبارة المركبة لكل من التحويلات‎ 1 
SoT = ToS هل‎ -2 
5 الل‎ 
تنتمي إلى محور الفواصل‎ A : لدينا : (0 : ۸)2 إذن‎ : S عبارة التناظر‎ l 
: هي‎ S هو التناظر المحوري بالنسبة إلى محور الفواصل منه عبارة‎ (OA) منه : التناظر المحوري بالنسبة إلى‎ 
. AB لاحقة الشعاع‎ B حيث‎ 2' - 2+ 8 :T عبارة الانسحاب‎ 
إذن : #4 2741+ 3= م6‎ 
Z= p+ +i هيآ‎ Tage مته‎ 
zep z+1 iS, ZT1Ti=Z+1-i :SoT عبارة‎ 
2-2+ 1-1 : هي‎ SoT إذن:“عبارة‎ 
RL : 105 عبارة‎ 
2:-2+ 1+1 : هي‎ ToS إذن : عبارة‎ 


2 حسب السؤال )1( SoT‏ و 105 لهما عبارتان مركبتان مختلفتان . 
إذن : SoT z ToS‏ 
ار قاسم 
في كل حالة من الحالات التالة عين العبارة المركبة للتشابه المباشر 5 ذو المركز الذي لاحقته م2 و النسبة k‏ 


2+8 =2 تيت و2 = CË‏ مهو 2202م 
l-a‏ 


في كل مرة التشابه Jase S‏ 


«a. = k(cos 9 + i sin 0) 
$e f K+ £= 0.— 1 
و‎ 


8-0 


إذن : 


منه عبارة :S‏ 2-212 


2 1--<-ن2 1-2 £ كدرو 
YS E E 0‏ 2 = 
r) A Po iki Ta‏ ا Ë N2 (cos‏ 
E MM ED‏ 
منه عبارة 8 : z=(1+iz-1‏ 
3 2= ؛ ek=]‏ ددم 
=h Ti Na‏ 
Ë (cos 3 3 +isin3 2) Pi ai‏ 
}i)=2i-1‏ +22101م 
منه عبارة z=- liz-1+2i : S‏ 
«k=l tz =l-2i 4‏ >< 
a = l(cosm+isinmT)=- 7‏ 
إذن : a‏ 2 
2-41-(1-21)1+1)-م8 
منه عبازة 5 : z=-z+2-4i‏ 
التمرين 7 


عين الدالة المركبة S‏ للمتغير 2“آلتي تعرف التشابه المباشر في كل حالة من الحالات التالية : 
1 المركز هو المبدأ (0 ;0)0 ؛ النسبة 202 ؛ الزاوية 3 

المركز w(1;2)‏ + 43 3 ؛ الزاوية 27 
J‏ =1 


بنفس طريقة التمرين:السابق| نسي :و الاكة امرك W‏ وانضع 628 (56 حت , ))0 «a= k(cos 0 +i sin‏ 


B =z0(1 - o) 


oma EEEN 4 27-0 1 


«=2 2 (cos T +isin Z )=2+2i : إذن‎ 
8-0 
S(z)=(2+2i)z : منه‎ 
e= 25 i 2-3 s 1+21-3دية‎ 
> لع‎ 


ا 
+2i)= 1 [5+6 3+ 10-3 3)]‏ 301( مد ور S‏ +8201 


5 
s2 = ) 3+ E AE 16 
8  نيرمتلا‎ 
من المستوي حيث‎ M'(x' ;y') من المستوي النقطة‎ M(x;y) bš; JS; تحويل نقطي يرفق‎ T 
x'=x-y } 
y xtyzl 


1 عين الشكل المركب للتحويل T‏ 
2 تعرف على طبيعة التحويل T‏ و عناصره الهندسية المميزة . 
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8 = J 
و‎ Z=x-+iy gail 
tiy =x-y-+ix+y-1 : إذن‎ 
x'+iy'=x-y+ix+tiy-i sal 
x'+iy'=x+iy+i(x+iy)-i أي‎ 
x +iy'=(x+iy)(1 i-i آي‎ 
z=(1+i)z-i منه‎ 
s] حيث‎ = ٠2+ 8 الفكل‎ T usah - 
Ba 
oo o oa T : إذن‎ 
w(1;0) المركز : حك ل ون : المركز هو‎ 
ا‎ 
aal: o || = |1 + |= z kal 
VZ التسبة هي‎ T l1 +il=\2 السبة‎ 


الزاوية : Arg(o) = Arg(1 D‏ إذن : الزاوية هي z‏ 
ارين نأو 
نقبل أن كل تشابه مباشر للمستوي له كتابة مركبة من الشكل 8 +02 - '2 da‏ » و 3 عددين مركبين و 0 02 
p + C Q 8 , ۸ ¿Sl‏ تفط من aa‏ كلت B: A‏ متمايزئان . 
برهن أنه يوجد تشابه مباشر وحيد S‏ يحول A‏ إلى © و 8 إلى D‏ 
الحل ب 9 © 
1 ليكن 02+68 > '2 عبارة التشابه 5 إذا وجد حيث 60 © u»‏ و BEC‏ #0« 
نعتبر الأعداد zp t Zc t Za t ZA‏ لواحق B £ A La‏ ء © D ٠‏ على الترتيب . 
P sss D Las, o.‏ 
a zp + B = zp....... (2) S(B)= D‏ 
بطرح (2) من )1( : Q ZA - ZB = Zc — Zp‏ 


@(ZA — Zg) = Zc — ZD : منه‎ 
E إذن : تدمح ان‎ 
ZA — ZB 

B= ع2‎ - ZA : (1) بالتعويض في‎ 
Zc — ZD Ë 
اذن * م‎ 
B= ع‎ ET بدن‎ 

نتيجة : يوجد تشابه وحيد S‏ يحقق S(A)=C‏ و S(B)=D‏ لأن © و م وحيدين . 


التمرين ‏ 10 
لتكن النقط A(1;0)‏ ؛ A'(3;-3)‏ ؛ )4;5 BC‏ ؛ B'-3;0)‏ 
1 أعط العبارة المركبة للتشابه المباشر S‏ الذي يحول A‏ إلى A'‏ و يحول B‏ إلى B'‏ 
2 ما هي العناصر الهندسية للتشابه 5 
3 — عين احداثيي C'‏ صورة التقطة (5 : 1-)© بالتشابه S‏ 
لحمل 102 
1 لتكن 8 +02 > '2 عبارة التشابه S‏ 
ME s E E 1‏ 
a(-4+ 5 (+ B= RE] S(B) = B'‏ 
بطرح (2) من (1): 0 3-51+3-=(4+51-)-» 
أي a(1 +4-5i)=-5i‏ 


اي 
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= 
a= أي‎ 
a= أي‎ 
E 211 E ا‎ 
B 3 si G 5i 575i  : )1( بالتعويض في‎ 
2=(1 1172-2 3i نتيجة : عبارة 5 هي‎ 
العناصر الهندسية‎ 2 
0 Eet 
8 تلزن :وم زد‎ Ë ف9 ري 2 د‎ lsi :ده‎ ra 
l-a mela 1 EFi 1-1 
2 
2 š 1 l SA E 2 
E+ إذن.: النسية‎ lal =S النسبة : علا 1| = + اتا‎ 
Cg 1|-اها بن‎ -4 |1 +1 -|1 S S 
إذن : الزاوبة هي كلت‎ Arg(a) = Are(} - 3 i) = الزاوية : كت‎ 
ومن اجن آ5 + 1ے فين ؟‎ 
(LE EES 22219 
2 G P )G1+5i) P 51 
- P Sas TEE RET 
DRI DDD 
ZN 
22 


CET) : منه‎ 

التمرين 51 2 2 

2' 12+ 1-1 تشابه مباشر عبارته المركبة‎ S 

y=x+Š مستقيم معادلته‎ (d) 

عين معادلة المستقيم (d')‏ صورة المستقيم (d)‏ بالتشابه S‏ 

11  لحلا‎ 

للبحث عن معادلة (d')‏ يمكن اتباع طريقتين مختلفتين كمايلي : 

الطريقة الأولى : نأخذ نقطتين متمايزتين A‏ و B‏ من (d)‏ 

B(-5;0) + A(0;5) مثلا:‎ 

نبحث عن A'‏ و '8 حيث B'=S(B) + A'=S(A)‏ 

من أجل 2-51 لدينا z=i(5i)+l-i=-5+1-i=-4-i ٠‏ 
إذن : (1- ;۸)4 

Zz =i 5(+ ]-1--51+1-1-1-61 : لدينا‎ z=-5 من أجل‎ 
B'1;-6) : إذن‎ 

نتيجة : معادلة ('0) هي معادلة المستقيم (A'B')‏ كمايلي : 

x+4 1+4 


=0 AS N; d' 
PBA aap يكافئ‎ N(x;y) € (d) 


- 5)» +4( - 5) + 1( ¿as 
-x-4=y+1  ئفاكي‎ 
(d) و هي معادلة‎ y=-x-5 AG 
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الطريقة الثانية : نبحث عن Z‏ بدلالة '2 كمايلي : 


iz=z—l+i يكافئ‎ Z=iz+l1-i 
- = يكافئ‎ 
SIE] 
CES 
FT EH يكافئ‎ 
z=x+iy s z=x+iy ليكن‎ 
Zz=-iZ+1l+i : لدينا‎ 
X+iy=-i@ +iy)+1+i : لذن‎ 
xXiiy=-ix'+y'+l+i أي‎ 
x+iy=y'+1+i(l-x') أي‎ 
es Ey 
y=1-x' 


y=x+5 له المعادلة‎ (d) 
(Y له المعادلة 5+ 1+ 'ر=×-1 (بتعويض × و لإبدلالة '×و‎ (d) منه‎ 
-x'=y'+5 أي‎ 
ZK أي‎ 
y=-x-5 هي‎ (d) أي معادلة‎ 
12  نيرمتلا‎ 
2'<)1+1(2+ 2-1 تشابه مباشر عبارته المركبة‎ S 
4 دائرة مركزها © و نصف قطرها‎ (C) 
3 و نصف قطرها‎ w(2;2) دائرة مركزها‎ (C;) 
S التشابه‎ (Ci) صورة الدائرة‎ (C'i) عين‎ 1 
S التشابه‎ (C;) صورة الدائرة‎ (C') عين‎ -2 
5 12 اقل‎ 
ka و نصف قطرها‎ S(w) و نصف القطر © إلى دائرة مركزها‎ w أنه يحول دائرة ذات المركز‎ S من خواص التشابه‎ 
. هي نسبة التشابه‎ k حيث‎ 
: إذن‎ 
W(2;-1) : هي‎ O صورة المبدأ‎ 1 
|1+ 1| = 2 : هي‎ S نسبة التشابه‎ 
41012 هو‎ (C'i) إذن : نصف قطر الدائرة‎ 
@-2+(y+1 =G 2 — :(C') منه : معادلة‎ 
x +y —4x+2y+4+1=32 : أي‎ 
xX +y —4x+2y-27=0 : أي‎ 
G@+DQ+2i)+2-i=4i+2-i=2+3i :w(2;2) صورة النقطة‎ - 2 
W(2;3) هي‎ W إذن : صورة‎ 
)>-2(” + y-3 = 627 _ : )00( منه : معادلة‎ 
x +y -4x-6y +4+9=18 : أي‎ 
. (C) و هي معادلة.‎ × ۶ -4×-6 y-5 =0 : أي‎ 
13  نيرمتلا‎ 
حيث .0 عدد مركب غير معدوم‎ 2' = 2+ 0 GS تحويل نقطي للمستوي مغرف بشكله‎ T 
. انسحابا شم عين شعاعه‎ T حتى يكون‎ ٠ عين‎ 1 


2 عين. 0 حتى يكون T‏ ورانا زاويته 7 ثم أوجد مركرها. 
3 عين e‏ حتى يكون T‏ تحاكي نسبته 3 - ثم عين مركزه . 
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-سلشلة هباج 


4 عين الطبيعة و العناصر الهندسية للتحويل T‏ من أجل 1-1-=» 
=n‏ - 13 


T 1‏ انسحاب إذا وفقط إذا كان a=]‏ 
إذن : عبارة الانسحاب :T‏ 1 +2<-2 


اج 


منه : شعاع الانسحاب هو ut‏ 


= ومه‎ 2 +isin # دوران زاويته 2 إذا وفقط إذا كان‎ T —2 
P لم‎ ra la KAT لاقت عبان روان‎ 
2 2 : منه عناصره‎ 
E 
2 Q 2. aN pass = 21/372 l, EF N 
kores i quqa 4 G. 2 
2 
2 إذن : المركز هو ( 2 : )س‎ 
3 ا وقط ا كان‎ . a تحاكي نسبته‎ T —3 
z=-3z-3 iT منه عبارة التحاكي‎ 
—3 =.3 : المركز‎ 
T+ 4 n 
w. 3:0) إذن : مركز التحاكي هو‎ 
lal =N2 
Arg(o)= ŠT IE فح‎ 
E AT اكد‎ ENI Gi I 
TEI 2F 2-1 3 Sra 


إذن : T‏ تشابه مباشر مركزه )3-1 wGC‏ و زاويته كلك و بته V2‏ 


تمرين = 14 — هد 
ABCD‏ مربع مركزه ¿ë= P‏ من 48-8 و = (AB; AD)‏ 


sO- Q د‎ S(A)= ۴ زهو التشابه المباشر: حيث‎ S J [CD] هو منتصف‎ Q 
AD=8% د‎ AB=8% حيث‎ (A; LY) نعتبر المعلم المتعامد و المتجانس‎ 
Pay 03 s sm 
k ثم استنتج زاويته 0 نسبته‎ S أكتب العبارة المركبة للتشابه‎ — 
. S مركز التشابه‎ w RSE 
2 C 14 — الحل‎ 
Q > P í C+ A فإن احداثيات النقط‎ (A; T; V) باعتبار المعلم‎ 1 
Q)4:8( ؛‎ P(4;4) + C(8;8) t -4)0:0( z هي كمايلي‎ 


منه لواحق النقط Q P > © + A‏ هي على الترتيب : P‏ 
4+8i + 4+4i + 8+ 110‏ 
2 لتكن 8 z+‏ >2 عبارة التشابه S‏ 


A? B E =4+4i......... 0 كف‎ eo P 
+8i)+B=4+8i. (2) e =O- 


سلسلة هياج 


من (i)‏ 41+ 4 كم 
a- 4281-64+4‏ 


بالتعويض š‏ 0 
بالتعويض في (2) 81 +8 
äi ;‏ _ 

81+) 

E‏ اليك 
x‏ ا 

Ar Š 

1+1 i 

5 i 
a 7 أي‎ 

ON 

= = t= | 
Egy s 


1 E كله‎ 1 1 1 1 ¿un 
k= س‎ 1a لم ذا‎ ilH ا ے‎ : 
2 & 1 dé m js 2 سن‎ 
Goih : إذن‎ Ar( 2 +1 1-2 : الزاوية‎ 


3 لاحقة w‏ مركز التشابه : 


iy JO SA a, = 5‏ قب اا 
CEO 1)= 42+4)‏ حي 3 T. 1 š‏ 


إذن : لاحقة المركز W‏ هي 8+161 منه (16; ۷)8 E‏ 
التمرين 15 

1 — أعط العناصر المميزة للتشابه f‏ المعرف بشكله المركب : 2-1 +2 (1-1) = '2 

2 في كل حالة من الحالات التالية عين التشابه S‏ حيث foS‏ يكون : 

أ. تحاكي مركزه O‏ و نسبته J‏ 

ب . انسحاب شعاعه af)‏ 


15- الحل‎ 
١2 هي‎ f إذن : نسبة التشابه‎ .|1-11-:11+1-2 E 
x 
4 
2-1 TE 2-i AE E, 

1-1+i 1 -1‏ 
2 ليكن S‏ تشابه شكله المركب م +72 »=7 حيث #0 0 S‏ 
2-1+(8)1-1 +2 (1- 1)ن = 2-1 + (8 +2 )1 - 1) ج z= z+ 6B‏ 
إذن : العبارة المركبة للتشابه 105 هي : 

z=o(1-i)z+B(1-i)+2-i 


| یگن 11 التحاکچ انى مركز O‏ و النسبة ل إذن العبارة المركبة ل H‏ هي Z‏ 


Arg(l -1( > -‏ إذن : زاوية التشابه f‏ هي كلت 


W(-1;-2) هو‎ f مركز التشابه‎ : OM 


z= 


NI 


pa SPAJ a ws ایی مر ضيه‎ 


1 Kei ا‎ 
2)1-( 


20-9 1+1 ) في‎ 
| aR o 
— چ‎ 


إذن : 


سلسلة هباج 


E =P: E Se 
a at i a 
E p= 22i +i-1 
2 2 
25 +102 3.1, : المطلا ب هى‎ S. نتيجة :إعبازة التغانه‎ 
44 gra mig م‎ 


Z= z+ li هي‎ T. Fon 0] ![ كن الاسحاب الذي شماعه‎ 


a(l- - ! | بالمطابقة مع عبارة 108 = على‎ 
E 
e= 53 asss a 
TOS a 1-1 1+1 i 1-1 S 
p= leth; p= -1 KET pa l-i-2+i 
2 2 l-i 1+i 1-i 
= 5-1 Il; المطلواية‎ S نتيجة : عبارة التشابه‎ 
2 2 A o نتيجة : عبارة التشابه المطلوبة هي‎ 


التمرين —16 

S‏ تشابه معرف بالدالة : 2 +2 (1+1) جاج 

1 حدد العناصر المميزة للتشابه 5 و ليكن 1 مركزه . 

2 إذا كان S(M)=M'‏ فما هي طبيعة المثلث IMM'‏ 

3 ما هي مجموعة النقط E‏ هن المستوي حتى يكؤن EZ OM"‏ اك 


4 ما هي مجموعة النقط F‏ من المستوي حتى يكون 0 = OM. OM'‏ 


الحل ‏ 16 
5 2 =+ 1|, إذن : نسبة التشابه S‏ هي VZ‏ 
Arg(l+i = Z‏ إذن + زاوية التشابة S‏ هي 56 

21-21 2 سكم إذن :مركز التشابه S‏ هو (1)0:2 

- 
M [2 1 
| M' = S(M: _2 
a EE إذن‎ M'=S(M) ليكن‎ 
ال‎ E TE : لدينا‎ IMM' في المثلث‎ 


M PM [2 2-4‏ 
إذن : المثلث IMM'‏ قائم الزاوية في M‏ 
منه حسب فيثاغورث : IM = IM + MM”‏ 
أي : IM” = (ZIM) ¿N 2 1212 - 12/12 + MM‏ 
أي : MM” = IM‏ 
أي :° /11 = MM'‏ 
إذن : المثلث IMM'‏ متساوي الساقين . 
: المثلث IMM'‏ متساوي الساقين و قائم الزاوية في M‏ 


š MG; y) e 
1FI Z+2 : لدينا‎ 
E ry)+2 : إذن‎ 
z=x+iy+ix-y+2 : أي‎ 


z=(x—y+2)+i(x +y) : أي‎ 
|z|= |z]  نئفاكي‎ OM=OM': إذن‎ 
|2|2- || ¿as 
56 


سلسلة هباج 


يكافئ x +y =G@—y+2)+(x +y‏ 
يكافئ y7‏ + × 2+ 2+ 4 + زب )4+ +y‏ ر × 2 شير = ر + قير 
يكافئ x +y +4x—4y+4=0‏ 
يكافئ 4- 22 بين + 27+( 
إذن : E‏ هي الدائرة التي مركزها (2 : 2 -)7 و نصف قطرها 2 
| 
4 تكن May)‏ لفن زم ور ر 
[x-y‏ — 
oly)‏ 
منه : 01-0 x(x- J +2) +y(x+y)=0 aS OM.‏ 
يكافئ 0= xX -xy+2x+xy+y‏ 
x +y 12× =0 àe‏ 
يكف ا 1 ا 
إذن : F‏ هي الدائرة التي مركزها. (1:0-)4 و نصف قطرها 1 
التمرين ‏ 17 
M ¿S‏ و M'‏ نقطتين من المستوي لاحقتاهما على الترتيب Z=X+iy‏ و z'=x'+iy'‏ 
احيث e y › x‏ "× و y'‏ أعداد حقيقية . 
تفرض أن الثنائية (x'; y')‏ مرتبطة بالثنائية (x; y)‏ بالعلاقتين التاليتين x'=-3x+3y+10‏ و 5+ =-3×-3y‏ "ل 
عبر عن '2 بدلالة 2 ثم تعرف على التحويل النقطي المرفق . 
= — 17 
x'+iy'=-3x+3y+10+i(-3x-3y+5)‏ 
=-3x+#3y+10-3ix-3iy*+5i‏ 
=-3(x+iy)-3i(x+iy)+10+5i‏ 
=(x+iy)(-3-3i)+10+5i‏ 
x'+iy'=(-3-3iX(x+iy)+10+5i : 48‏ 
أي : 3-31(2+10+51-)-2 و هي عبارة Z‏ بدلالة Z‏ 


التحويل المرفق : من الشكل 8+ 9.2 =2 حيث + ل 2 

إذن : التحويل عبارة عن تشابه مباشر . ل أ b‏ 
و عناصره الهندسية كمايلي : 

9-32 3-311-019-| إذن : نسبة التشابه هي 32 
Arg 3-3i)= ÉE‏ إذن : زاوية التشابه هي 32 
08 اسه Ta MOS SSE‏ 
i 5‏ 2 إذن : مركز التشابه هو )2/5 - ; 11/5 
w a TTT TTL BET‏ 

رن 18 


4 نقطة من المستوي لاحقتها S .2 +i‏ هو التشابه الذي مركزه A‏ و نسبته 2 JA‏ 

1 أكتب العبارة المركبة اد S‏ 

M'=SM) حيث‎ M'(x';y') و‎ M(x;y) 2-لتكن‎ 

عبر عن x'‏ و "ر بدلالة × ول 

3 - أكتب معادلة ديكارتية للمستقيم (D)‏ الذي صورته بالتشابه S‏ هو المستقيم (D')‏ ذو المعادلة x=3‏ 


18  لحلا‎ 
2-2 +isin )z+a :8 عبارة‎ 1 
z-(2 + )zsa : أي‎ 


2+15 د =“ قت‎ )1012+1[12(2+ i 
sq S 2 1 r a أي‎ 
a= )2 +01 -[12-10[12( r إذن‎ 

2+(2!- 1)ز+ 21112 -(012- 2(1= 


=2-2+i(1-3 2) 
2= (2+12) 2+ 2-2 + 1)1 -3 2) :S نتيجة : عبارة‎ 
x Fiy=(2 +i 2)x+iy)+2-(2+i(1 32) 352 
لحو - 2 عدا 21 ]+2 لد‎ 2+2 -:12+101-3:12( 
و ادنر‎ [22-2 
e t s 
X'=3 أي‎ x=3 ذو المعادلة‎ (D هي‎ (D) 3-صورة‎ 
(D) aial هي معادلة‎ xj|2-yN2+2- |2=3 : منه‎ 
yN2=xN2-1-V2 igl 


أي : 2 yax‏ هي معادلة المستقيم (D)‏ 
التمرين ‏ 19 
لتكن النقط : A(1;1)‏ ؛ (210 BC‏ ؛ D(-4;-1) + C(2;-1)‏ 
حدد التشابه S‏ الذي يرفق بالنقطة A‏ النقطة B‏ و بالنقطة C‏ النقطة D‏ 
ij‏ >19 
لتكن 8 +02 z=‏ العبارة المركبة للتشابه S‏ 


0 (2 يكافئ‎ ass 


منه : 


GOD FBSA. O) S(O =D 
a(l +i-2+i)=-2+4+i :() بطرح (2) من‎ 
ri o b-i 
a= ——U — : أى‎ 
CPE TE š 
z2 qia Z 
— اا‎ I 
5 1+4 
a=-i أي‎ 
B=-2+i(1I+i)=-2+i-1=-3+i : (1) بالتعويض في‎ 
z=-iz-3+i هن‎ S نتيجة : عبارة التشابه‎ 
:S — العناصر الهندسية‎ 
l-il=1 : النسبة‎ 
كك =(1 )ع۸‎ ikay 
5 HEE BF 1-i _ -3+3i+i+1 
S 5 =-1+ E 
li i OH 2 الما ج21‎ 
هو دوران مركزه (2: 1 )۷ و زاوبته كيك‎ S : خلاصة‎ 
20 — التمرين‎ 


لتكن النقط (0 ;4)1 ؛ (8)2;0 ؛ (111)© 
1 - عين نسبة و زاوية التشابه المباشر S‏ الذي مركزه 8 و يحول A‏ إلى C‏ 
T — ss‏ تحويل نقطي للمستوي معرف بشكله المركب 21 +2 (1 - 1) = '2 
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سلسلة هياج 
أ ما هي طبيعة التحويل T‏ 
ب ما هي طبيعة المثلث BMM'‏ حيث =T(M)‏ 


اسل - 20 
BA=|1-2|=1 = 1‏ 
BC =|4 ri2 |= 2°‏ 
إذن : BA‏ 2ل[ = BC‏ 
منه : نسبة التشابه 5 هي 2 


(BA; Bê) = Arg(1 +i—2)— Arg(1 — 2) = Arg(-1 + i) — Arg(- =F عع‎ 


إذن : زاوية التشابه 5 هي S‏ 


2= 1 2421: i ل‎ CS Je = 


1-11-2| إذن : T‏ تشابه مباشر تسبته 02 
العناصر الهندسية ل التشابه T‏ : 


£ a و هنا‎ o Arg(1-i)=- Z 
B(2;0) إذن : المركز هو‎ 


BMM' ب طبيعة المثلث‎ 
H 110/8 = N" 3 T هو مركز التشابه‎ B 
BM' = 2 


— ا چ‎ ~R 
(BM';BM)= 2 أي‎ (BM BM) - - 3 


في المثلث BMM'‏ لدبنا : عي داك BM x BML-‏ 


V2 4‏ :ما BM'‏ 
إذن : المثلث BMM'‏ قائم الزاوية في M‏ 
منه حسب فيثاغورث BM? = BM? + MM” : G‏ 
أي : (N2 BM)? = BM? + MM‏ 
أي MM? = BM?‏ 
أي : MM'= BM‏ 
أي : المثلث BMM'‏ متساوي الساقين 
خلاصة : المثلث BMM'‏ قائم الزاوية في M‏ و متساوي الساقين 
التمرين - 21 
B ٠ A‏ » © ء D‏ نقط من المستوي لواحقها على الترتيب 21 +1 t 5+ 21 t‏ 41 +1 و 2-1 
عين العبارة المركبة للتشابه S‏ الذي يحول 4 إلى © و يحول AD‏ 8 
Sa‏ شمر یي ¿ua‏ 
2 لتكن ko‏ نفلا من لساري لاحلا 31 . نضع من أجل كل عدد طبيعي n‏ 
(50 = ربوا و || u=) wka‏ حيث w‏ هو مركز التشابه S‏ 
أ أحسب || مك || بدلالة n‏ 
ب ما هي طبيعة المتتالية (ua)‏ 
g‏ أحسب lim ` u,‏ 
n— +o‏ 
J‏ - 21 
1 لتكن 8 + 2 z=»‏ عبارة التشابه S‏ 


ETS E ا‎ 
a(2-i)+B=5+2i 20) ` {S0)=B 


بطرح (2) من :(D‏ 1+41-5-21-(21-2+3+)ن 
أي : aC1¥3)=-4+2i‏ 
ن13 4+21 a=‏ 


< : 
-l1+3i -1-31‏ 
4+12i-2i+6 i‏ = 
E GE 2‏ 
آي 02-1 
بالتعويض في )1( : B=1+4i-(1+iX1+2i‏ 
أي B=1+4i-1-2i-i+2‏ 
آي B=2+i‏ 
نتيجة : العبارة المركبة للتشابه 5 هي : z=(1I+i)z+2+i‏ 


و عناصره الهندسية : 
النسبة : |1+i(= N2‏ 


الزاوية : Are +i) = F‏ 5 
المركز : او إ2 د 233 - اه إن المركز هو ر2 اس 
s E k(0 ; 3) —2‏ يا ير 


2il = Ir+il= 2 us‏ 31+1 = | طعت 
من جهة أخرى : Sn)‏ = أرما إذن : || wk, || =N2 || wk,‏ || 


I wki I] =N2 | wko Il : 2> 0 من أجل‎ 
اس ا‎ =2 wk | >12 wkol] _ :n=1 من أجل‎ 
I wks || =V2 || wk > (YZP wkol] : 0 =2 من أجل‎ 


== n -r 1 2 5 5 

إذن : بصفة عامة من أحل 0 <ه فإن : || w ka || > )012("|| w ko‏ || 
نتيجة : '*"(0[2) > || ¿V || wk‏ 2= ماه || 
ب ""(2/)= من إذن (u);‏ متتالية هندسية أساسها ١12‏ و حدها الأول 2 u=‏ 
wlm (2) =+ -g‏ هنا 

n —Ə— + م‎ n— +e 

التمرين ‏ 22 
ky ٠ ky ۰ 0; , 0,‏ أعداد حقيقية حيث k۶0‏ و 0 عدي![ 
1 برهن أن مركب دورانين Ri‏ و Ro‏ زاويتاهما على الترتيب 61 و 0 هو انسحاب أو دوران زاويته 61+62 أو 


تحاكي نشبته 1- 

2 برهن أن مركب تحاكيين Hi‏ و H>‏ نسبتاهما على الترتيب ki‏ و ga ko‏ انسحاب أو تحاكي 4326 رk× k‏ 
الحل —22 

1 لتكن ,8 +( 5128 ¡ + ,6 5مع) = z‏ عبارة الدوران. Ri‏ 


3 
R> عبارة الدوران‎ 2' = (cos 02 +i sin 02) + B> 
pian (cos و3‎ + i sin 02)z + B> ls (cos 0, + i sin 01) [(cos 02 + i sin 02)z + B2] + Bı 
z! = (cos 02+ i sin 02)(cos 0, + i sin 0i)z + B2(cos 6, +i sin 01) + Bı : هي‎ RioR2 منه عبارة‎ 
: نميز الحالات التالية‎ Arg((cos 9> + i sin 02)(cos 0, +1 sin 0(( > 0, + 02 : لدينا‎ 


1 - إذا کان =k‏ 0+ ,0 حيث ke Z‏ فإن RoR‏ هو انسحاب 
2 إذا كان 1(۲ + ) 2) = ر0 + ,6 =< ke Z‏ فإن RoR‏ هو تحاكي نسبته 1- 
3- إذا كان rk‏ 6 + 0 فإن RoR:‏ هو دوران زاويته 02+ ,0 ON‏ : 


| ومه)‎ 0, + i sin 01)(cos 02 +i sin 02)| =1 x1 =1 
Hi عبارة التحاكي‎ z=) 2+ 8B لتكن‎ 2 
100 


و لتكن رم + 2 1 z=‏ عبارة التحاكي H>‏ 


zı kozt زوق + وز ملل وم‎ + Bı = kı وا‎ z+ kı B2 + Bı 
z'= kı kz+ kı يم‎ + 8ı : هي‎ HoH إذن : عبارة‎ 
: منه نميز الحالات التالية‎ 
. هو انسحاب‎ HoH oë k × k =1 إذا کان‎ 1 
ki × 12 إذا كان 1 + يكا × رk فإن 11,0112 .هو تحاكي نسبته‎ 2 
23 — التمرين‎ 
على الترتيب‎ 1+2 ٠ 012 . i نقط لواحقها‎ © 2 B › 4 
هي مبدأ المعلم)‎ O) على الترتيب‎ [BC] ٠ [AC] : [OB] منتصفات القطع المستقيمة‎ × » JI 
5)0( - 8 حيث 1 - (5)4 و‎ S عين العبارة المركبة للتشابه المباشر‎ - 1 
S ما هي العناصر الهندسية للتشابه‎ 2 
S عين ضور النقط. 1018© + 1 بالتشابة‎ 3 
هو تحاكي يطلب تعيين مركزه و نسبته‎ S? ليكن 52-505 . برهن أن‎ 4 
S بالتحويل‎ Ac 8 ٠ O ماهي صور النقط‎ 5 
. متقاطعة في نقطة واحدة‎ (AK) + (BJ) ٠ (OC) استنتج أن المستقيمات‎ 6 


23 — =" 
K(N2; 1 39 : (2; 1): (2; ;0) iga 
a 3 wiae 1-لتكن مجن داع‎ 


Mage‏ ...كلا دم بون 
as 1‏ لان لاحقة 1 هي 2ا 
B = Ë TE 2) S(O)=B‏ + )0(0 2 
من @: p=N2‏ 
بالتعويض في )1( : (2۔ 1012 a=‏ أي 2 منه اد 
انتيجة : عبارة.التشابه S‏ .هي : 2+ z-i‏ 
2 — العناصر الهندسية : 
النسبة Sp‏ = 
2 2 
الزاوية = Ari‏ 
2+i 2‏ 212 22 
المركز : — S‏ 
E 22-1 22 3‏ 
(4 +4012 _ 
6 
;2 22 
3 3 
E A‏ )2 22( 
3 من أجل :z=V2‏ 12-12 + روم كلا 
إذن : صورة B‏ هي النقطة C(N2;1)‏ 
من أجل :z=i+V2‏ زم 2ا =7 ++ خلا -ج] + ias‏ 
ze 3‏ 
إن :بوه C‏ وة u)‏ 
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2 


سلسلة هباج 


SE 
+ 

e 
c 
à 

y 

ع 


إذن : صورة 1 هي النقطة 012:1 
نتيجة : S(D=K + S(C)=J + S(B)=C‏ 2 
2 9 
E s E 4‏ دست مو يسني 


إن + الغبارة المركة ا SZ‏ هي : Z=--lz+i+N2‏ 


= AE SE 1 aus منه :52 هؤتحاكي‎ 
_ : 


7 أي مركزه هو مركز التشابه S‏ 1+1 
55 عقون au.‏ 6درمةة 
عقن قم عد S‏ 
ع ع AEE GE ASE‏ 
2 2 
بما أن S?‏ هو تحاكي مركزه ( > < w‏ و 3 اذل [كر ا0 4 طاء لل “على الترتيب ب 
التحاكي 52 فإن 
د 
WC =: Wo‏ 
W e (OC) a Pasa‏ 
We(B) ¢ :< . WJ=-1 WB‏ 
ا W e (AK)‏ 
WA=- 1 WA‏ 
W e (OC) ^ (BJ) ^ (AK) : jil 3‏ 
بما أن 0 ¿ 8 A‏ ليست على استقامة واحدة فإن المستقيمات (BJ) © (OC)‏ و (AK)‏ تتقاظع في نقظة 
APEN‏ 
وحيدة هي (is)‏ 
التمرين — 24 


91 نقطتان لاحقتاهما على الترتيب 12 و‎ 8 : A 
x= 


z= A تحويل نقطي للمستوي مع ف بشكله المركب‎ f 


ف 


1 - برهن أن f‏ يقبل نقطة صامدة وحيدة w‏ احداثياها )184 CR‏ 

2 - برهن أن f‏ تشابه مباشر زاویته -F‏ و نسبته 3 . ما هو مركزه ° 

3-عين صور النقط A‏ و © بالتحويل f‏ 

4 برهن أن w‏ هي نقطة مشتركة للدائرتين (C)‏ و (C3)‏ ذات القطرين على الترتيب [OB] s [OA]‏ 


5 بين أن w‏ هي المسقط العمودي للنقطة O‏ على (AB)‏ 
6 بين أن wA » wB = wO?”‏ 


24 — =n 
. ذات اللاحقة 7 نقطة من المستوي‎ w لتكن‎ 1 
f(w) = w یکافئ‎ f صامدة ب‎ w 
2-2 يكافئ‎ 
-Žiz+9i=z FE 
9i=(1+ E یکافئ‎ 


102 


سلسلة هباج 


ا 2د 00 زه 
À‏ 563 2 
يكافئ z=‏ 

Mai ea 
5 016 
Ê FS 
144i + 108 5 
z = سس‎ US: يكافئ‎ 

يحافئ 25 

108 , 144 . ; 
me Pas S Pres. یکافئ‎ 
25 25 چ‎ 


إذن : f‏ يقبل نقطة صامدة وحيذة و 


2 ا 
۴-2 تحويل نقطي من الشكل 8 z+‏ =2 حيث } 1 55-6 
Arg(a) = Ara (- 3 j=‏ 3 
بما أن 3 i ži‏ فان f‏ تشابه مباشر Só‏ و زاویته ۳ 
a =‏ 2 


4 


CEL a SU: و‎ m 
z=- 3 (+ =9 k رذن‎ Z= 0 — 3 
B(0;9) akill هي‎ O منه : صورة‎ 
و+(1)12 3 -- ع‎ 1 -91+91-0 so 2= 2 
0(0; 0) هي المبدأ‎ A منه : صورة‎ 
wi(6;0) < [OA] إذن : ر« هي منتصف‎ (Ci) ليكن ,س مركز الدائرة‎ 4 
«2)0 ; 9/2) << [OB] و ليكن د« مركز الدائرة (02) إذن : 72 هي منتصف‎ 
9/2 هو‎ S هو 6 و نصف قطر الدائرة‎ (Ci) إذن لكر‎ 
ww= La iny s: =: — Se $l- 7+24il = 625 


108 144 9; [s.s £S- asig £S- زوجيو و‎ = i 9 z 


3 a a 


50 2 
we(Ci) ۸ (C2) : إذن‎ w e (C) و‎ we(Ci) : 4⁄5: 


ww =| 


1600-8 _s 


R N 


a‏ : النقط A 2 W‏ 6 8 غل استقامة واحدة 
منه : W‏ هي المسقط العمودي O ALEN‏ على المستقيم (AB)‏ 


o 
4 

WO = 3 WA 

WB WO 


13 WO WA 


أي : WB x WA = WO?‏ و هو المطلوب 


pas‏ © 25 إن 
ABCD‏ مستطيل حیث 2= ۸8 + AD=1‏ ؛ 2= (AB; AD)‏ 
I‏ منتصف [AB]‏ 
ج ل _ ج — > 
نعتبر المعلم المتعامد و المتدنس (A;u; v)‏ چ و و V=AD‏ 


0» 20 حيث‎ z'=az+ß تشابه مباشر عبارته المركبة‎ S 
S(C)=B و‎ S(D)=C ë= B العددين © و‎ oe — 1 


2 2 


ليكن T‏ التشابه المباشر الذي عبارته المركبة z'= 2+ +i‏ 

2 عين نسبة و زاوية التشابه T‏ 

3 بين أن التشابه T‏ يحول B‏ إلى 1 

4 بين أن المستقيمين (BD)‏ و (CI)‏ متعامدان . 7 

الحل = 25 

E : فإن‎ (A U; ۷( باعتبار المعلم المتغامد و المجانس‎ 1 
1 :0( + CN2:D + DO; D + < + A(0;0) 

NOL.‏ وعدن 

en B #1 گا‎ | e ss 


a( N2 +i) +B - [2 ....... 2) S(C)=B 
بطرح (2) من (1): 1-2 2 ل- و 2 أنه‎ 


أي -a V2=i‏ 
أي se ps‏ 
أي 8 
عرس م وم E.‏ 1-12 8 
نتيجة : عبارة التشابه 5 هي بلاج لاء 
2 عبارة التشابه T‏ + جلا + كلام 


22 


-] إذن : نسبة التشابه T‏ كم 
: | إذن : نسب 1 FaF‏ 
aB- a‏ إذن : زاوية التشابه T‏ هي F‏ 

EE E sB roA وك لجن وال‎ 


إذن : صورة B‏ ب التشابه T‏ هي النقطة 9 (È‏ 

s وي وي كد‎ EE 
=i 

BD GI زمرت + ركد م‎ -1-1-0 jau 


E (CD و‎ (BD) إذن : المستقيمين‎ 
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 نيرمتلا‎ 

2= (1 +i 3)z-i3 COT 

1- ما هي طبيعة التحويل f‏ و ما هي عناصره المميزة ؟ 

2 ما هي الصورة بالتحويل f‏ للدائرة ذات المركز O‏ و نصف القطر 2 

a=1+iN3: 26 = Jat 

p E |a 2-22 م‎ OS من‎ 2-7 

2= 1+3=| 13+ 1| > اها إذن : نسبة التشابه ‏ هي 2 

je f إذن : زاوية التشابه‎ Arg(1 +i l3) = Arg( 2 (cos > چ(‎ 


إذن : f‏ تشابه . 


,5 الشركة حا واو ون s‏ وم هو A(1;0)‏ 
TN‏ 1210095 
2 - صورة التقطة O‏ هي التقطة Š WONI‏ 

إذن : صورة الدائرة ذات المركز O‏ و نصف القطر 2 هي الدائرة ذات المركز W‏ 

و نصف القطر 2 × 2 لأن النسبة هي 2 

إذن : معادلة صورة الدائرة'المطلوبة هي : 13(2-6]+ من + x‏ 

+ + 2y 3-1350 igi 
Pr 27  نيرمتلا‎ 
P sss تشابه مباشر مركزه‎ S 
S بالتشابه‎ M' صورة‎ N و‎ M صورة‎ M' لتكن‎ 
(AM') على‎ M المسقط العمودي للنقطة‎ H اليكن‎ 
BEFESTER 

يرهن أن AM'+AH=0‏ 
قل 27 


و زاويته ع 


E مرکز التشابه‎ A 
AM'= AM E 5600-8 
011 : إذن‎ 8 
(AM; AM) = 3E سبة التشابه‎ 2 
ET 2 
(AH; AM) = F : إذن‎ (AM) على‎ M مسقط عمودي ل‎ H 
cos £ TM : لدينا‎ HMA إذن : في المثلث القائم‎ 
AH = AM cos £ : منه‎ 
phi 
AH= ZAM al. 


s| 


AM=AM' لأن‎ AH=AM' أي‎ 


" e SEA (AH; AM) - اك‎ 
[MH] إذن : ۸ هي منتصف‎ AH= AM | ` — a 


AM'+AH=0 : آي‎ 


105 


تمارين نماذج للباكالوريا 


التمرين ‏ 1 
1 عين المجموعة (C)‏ من النقط M‏ ذات اللاحقة 2 التي تحقق : 
4-|:-1)1-10/3(2-0[13 
2 عين العبارة المركبة للتشابه المباشر 5 الذي يحول النقطة A‏ ذات اللاحقة 1 إلى المبدأ © و يحول النقطة B‏ 
ذات اللاحقة 3 إلى '8 ذات اللاحقة -4i‏ 
3 حدد العناصر الهندسية للتشابه 5 
4 باستعمال نتائج السؤالين )2( و )3( أوجد المجموعة (C)‏ المعرفة في السؤال I)‏ 


1 - الحل‎ 
M احداثيات النقطة‎ (x;y) لتكن‎ 1 
)ا‎ -i3 Xx 3ل - زوف‎ =D =4 AS |)1-1 5 (2-3 - (| =4 
lx+iy-ixN3+y (3N 3-il =4 يكافئ‎ 
x+y 3-3 يكافئ 12-16 -3ل«- نوز‎ 
(x+y 3-3)” + يكافئ 6 -1(2 -3 ]ع بون‎ 
E OLAZ BA ANAK FNS) ++ 3 ري وهر‎ 3120 s يكافئ رك وول‎ 
4X24+4y+4-2x A 3-6y-2y+2x 3 =16 يكافئ‎ 
4x’ +4y-8y=12 يكافئ‎ 
x + ر‎ -2y=3 يكافئ‎ 
x + (J-1) =4 يكافئ‎ 


منه : (C)‏ هي دائرة مركزها )1 w(0;‏ و نصف قطرها 2 
2 لتكن 8 + 2 .- '2 عبارة التشابه S‏ 


oaa r (1) [sazo 
(N3) +B =-4i ....... (2) ` [SB)=B' 
«i-3 )=4i ` د(‎ @) Zo 
gueh Aba منه2‎ 

ei - 35 -i 

3 1+4 3 4- _ 
أي : ی 

3+1 : 

e=1-ij3 Mi 

B=-i(1 -i (3)=- (3 -i N اياي‎ 
z=(1-iv\3)z-\3 -i نتيجة : عبارة التشابه 5 هي‎ 


3 العناصر الهندسية ل 9 : 
11+3-2:- | 11-103 إذن : نسبة التشابه S‏ هي 2 
= رول زوه إذن : زاوية التشابه S‏ هي 5ت 
BA ET ET‏ 
3 


1-1+i 3 SF BEÎ 


إذن : المركز هو )1; w‏ 
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M'=S(M) == 4‏ إذن : (©) ع M'e‏ يكافئ 4= |'2| 
منه : M'‏ تنتمي إلى الدائرة التي مركزها (0 : 0) s‏ نصف قطرها 4 
إذن معادلتها  x2+y2=16‏ 
لنبحث عن عبارة x‏ و y‏ بدلالة x!‏ و y'‏ كمايلي : 


x+iy > رذ +ع(1]3-])‎ - (3-i 


أي 3-3-1 x'+iy=x+iy-ix 3 y‏ 
أي (3-1 ]ع - 6 3ل -3]) =x + y‏ سير 
أي 13-3 x=x+y‏ 
PE‏ 
ققيجة : x2+y2=6‏ يكافئ 16 -1(2- 013 - ر) + 7( 013 - 32013 + ) و في نفسها معاذلة (C) Ae yasal‏ 
المحضل عليها في السؤال . (1) 
التمرين ‏ 2 pu‏ = 5 
يكن u‏ عدد مركب حيث 21 +2 (1- 1) - نا مع z‏ لاحقة النقطة M‏ 


1 - باستعمال التشابه المباشر ذو المركز O)‏ ;4)2 و الزاوية 5ت و النسبة ١2‏ 
عين مجموعة النقط M‏ حيث 2= |u|‏ 
- أوجد نتيجة السؤال (1) دون استعمال التشابه . 

2  لحلا‎ 

1 ليكن S‏ التشابه الذي مركزه (0 : 442 و نسبته. 12 و زاويته كلت 


إذن #عغبارة Š‏ هي + [cos(- 2 ) +isin(- F )]z+8‏ 2 لدع 


2 Ea AA E 


أي 8-21 


ققيجة : عبارة S‏ هي 1-1(2+21)-2 
نلاحظ أن z=u‏ 
إذن : إذا كانت M'=S(M)‏ فإن u‏ هي لاحقة النقطة M'‏ 
إذن : 0M '|| =2 ¿as ljul|=2‏ || 
M' ¿aS‏ تنتمي إلى الدائرة ذات المركز © و نصف القطر 2 
أي M'‏ تنتمي إلى الدائرة ذات. المركز O‏ و تشمل (0 ;۸)2 
إذن : M‏ تنتمي إلى الدائرة التي مركزها هي سابقة النقطة 0 بالتشابه S‏ 


و ندمف قطرها 2= £ 
نضع S(P)=0‏ 


daal‏ عن 2 بدلالة "2 : و 
1-12+21) =< يكافئ z= s=‏ 
وج 
من أجل 0= 7: 21-1 =2i x mri‏ دع إذن : (1-: ۴)1 
1-i Iti‏ 
منه : M‏ تنتمي إلى الدائرة ذات المركز (1-: ۴)1 و نصف القطر VZ‏ 
أي : مجموعة النقط المطلوبة لها المعادلة : 1(2-2+ب,)+2-1(2) 
2 ليكن z=x+iy‏ 
2= اں| يكافئن lu2=4‏ 
يكافئ 4= ”|21 + -))x +iy(‏ 1)| 
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[x+iy-ix+y+2i[2=4 i% 
[x+y+iy-x+2) =4 ¿aS 
x +y +2 xy + y+ تير‎ —2xy+4+4(y-x)=4 ¿aS 


يكافئ 0= F4y-=4x‏ 2+ 22 
يكافئ 2-0 جع 2 x ty‏ 
يكافئ 2-*(1 (y+‏ + *(1 جم 


و هي معادة مجموعة النقط M‏ المطلوبة (نتيجة السؤال (1)) 
أي دائرة مركزها P(1:-1)‏ و نصف قطرها V2‏ 
التمرين - 3 
في المستوي الموجه نعتبر مربعا مباشرا ABCD‏ ذو المركز O‏ 
لتكن P‏ نقطة من القطعة [BC]‏ تختلف على B‏ وا C‏ 
نعين Q‏ نقطة تقاطغ (CD) s (AP)‏ 
المستقيم (A)‏ العمودي على. (AP)‏ في A‏ يقطع (BC)‏ في R‏ و يقطع (CD)‏ في S‏ 
1 أنجز الرسم š‏ 
ليكن T‏ الدوران الذي مركزه A‏ زاويته 3 
2 حدد صورة المستقيم (BC)‏ بالدوران T‏ 
3 — عين صور كل من R‏ ؛ P‏ بالدوران T‏ 
4 ما هي طبيعة كل من المثلثين ARQ‏ و APS‏ 
نسمي N‏ منتصف [PS]‏ و M‏ منتصف [RQ]‏ 


ليكن f‏ التشابه المباشر الذي مركزه ۸ و نسبته Ë‏ و زاوینه 2 


os 5‏ صورة كل من R‏ و P‏ بالتشابه f‏ 
i]‏ =3 
1 الانشاء : 


2 المستقيم (BC)‏ شاقولي إذن صورته بالدوران T‏ ذو الزاوية 2 هو مستقيم أفقي (عمودي على ((BC)‏ 
بما أن صورة B‏ بالدوران T‏ هي D‏ فإن D‏ تنتمي إلى (BC) ipsa‏ بالدوران T‏ 
و عليه فإن صورة المستقيم (BC)‏ بالدوران T‏ هي المستقيم (DC)‏ 
3 - لتكن P'=T(@)‏ 
f e (CD) : o! P e (BC)‏ 


P'e (AS) : إن‎ AP; AP) = 2 


RETR کن‎ 
(CD) هي‎ T بالتشابه‎ (CB) لأن صورة‎ R'e (CD) : إذن‎ R e (CB) 


إذن : P'‏ هي نقطة تقاطع (DC)‏ و (AS)‏ 
أي : T@)=S‏ 


(AP) L (AR) ¿Š Ré (AP) : jil (AR: AR) = £ 
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نتيجة : (0)©2 (طه)ء R'‏ 


© تنطبق على‎ R' أي‎ 
T(R)=Q : منه‎ 
Sall و متساوی‎ A قا‎ ARQ المثلث‎ 1 
2 جا چ إذن : المثلث قائم ف ت‎ i 
ائم في و متساوي الساقين‎ Q إذن‎ el 
AS= AP 
. متساوي الساقين‎ A قائم في‎ ASP إذن : المثلث‎ AP ;AS)= x } 
— SP 3 
_ 2 +: إذن‎ [PS] منتصف‎ N و‎ ASP هو وتر المثلث‎ [PS] 5 
(AP;AN)= Z 
G AM = RQ 
_ , 2 إذن+‎ [RQ] منتصف‎ M و‎ ARQ هو وتر المثلث‎ [RQ] 
(AR; AM) = Z 
f SP? = AS? + AP? : ASP في المثلث القائم‎ 
AP=AS ¿J SP =2 AP? : إذن‎ 
SP = AP (2 E 
AN=SP-N2 هم‎ ioy 
DED 
RQ? = AR? + AQ? : ARQ في المثلث القائم‎ 
RQ? =2 AR? : إذن‎ 
RQ=AR Y2 متهت‎ 
AM= RQ _N2 إذن : عم‎ 
2 2 
AN= N2 Ap 
ENE, 2 خلاصة‎ 
(AP ; AN) = E 
4 
AM = JZ AR 
fR)=M : إن‎ 2 
(AR; A كار‎ 
— التمرين — 4 ج‎ 


في المستوي الموجه ABC‏ مثلث حيث AB=2‏ ؛ AC=1+\5‏ ؛ 3 (AB;AG=‏ 


1 عين نسبة و زاوية التشابه 5 الذي يحول 8 إلى 4 و يحول 4 إلى © 
نسمي W‏ مركز التشابه S‏ 

2 بين أن w‏ تنتمي إلى لدائرة ذات القطر [AB]‏ 
لتكن D‏ صورة النقطة © بالتشابه S‏ 

3 برهن استقامية النقط w › B‏ 2 € . 


4 برهن أن CD=3+\5‏ 


4- i] 
: ;ا : 4) حيث‎ V) لننسب المستوي إلى معلم متعامد و متجانس‎ 
#(5ل1+2)- 6م‎ í AB=2T 


C(0;1+ ¥5) + 8)2:0( + A(0;0) : إذن‎ 
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سلسلة هباج 


S عبارة التشابه‎ z=» 2+ 8 لتكن‎ 1 
OEE S(B) =A 
Qy P 2 e 

6= )1+ 5(1 D من‎ 
=t لد‎ 


eo Ta 
«(0) + B = )1+ N5 )i 


بالتعويض في (1) : 
نتيجة : عبارة التشابه S‏ "هي 


- ا‎ AS 


2 2 


Kz) = 
2 2 2 


sn‏ و زاويته هي عل 


i Oe = ODI 


2 لاحقة النقطة w‏ ز التشابه S‏ 3 = 
A nn‏ ا 


20 0خ 2] نردلا‎ +S) 
[2+ (1+ NS) iJ2 — (1 + 5)i] 
_ id +5) +2045} 
4+(1+5+2\5) 
_ 2)1 +5( +40 لإكلا+‎ 
10+25 
(15) + 2(1 + 5)i 
5+5 
_ ONS +201 + NSDi 
015 )1+05( 
E s> i 
E Er qe 


D, 


بما أن 


فإن : نسبة التشابه S‏ هي 


1+5 
BUNS 


لدينا معادلة الدائرة ذات القطر [AB]‏ هي 1= + 1 -@( 
اق 0= x+y -2 x‏ 


LENS O E 1 كلا‎ 2 s + EAE 
E J ss F E, 
“e s I 10 


5 
0 = إذن : فعلا w‏ تنتمي إلى الدائرة التي قطرها [AB]‏ 
من جهة أخرى : ١‏ ول + 1 
e S. š‏ 
wB 5‏ 3 8 
=s‏ ا 5-0 +1 
5 


Atata‏ هباج 


1+ كلا‎ 
8و‎ == E 
e es mami مك‎ A 
Prol sm Js 5 
P اك‎ E ع‎ 
[5 5 
4 1 ج‎ 
= A OS IS 
5 Ns 1 
seen ALS 
چ‎ T) 
= == 
J LERZ S 345 
BC//wB: j =0 
. على استقامة واحدة‎ C ¿ B ¿í w منه : النقط‎ 
o a U Dila s 
ر‎ aha + (1+5 )i أي‎ 
ge 65935 po أي : تك‎ 
z=(3+\5)+(1+\5)i : أي‎ 


إذن : لاحقة النقطة D‏ هي 5(1 + 1) +(3+5) 
as‏ |5(1ل[+)-5(1+)+(5]+6] - 
| 5 +3| = 
+ 3 = و هو المطلوب 


التمرين ‏ 5 
A‏ نقطة لاحقتها 2+1 
H‏ تحاكي مركزه ۸ و نسبته 1/2 
S‏ تحويل نقطي للمستوي عبارته المركبة =iZ+1-i‏ 
لیکن sas T‏ نقطي حيث 5011 -'1 
1 — عين مجموعة النقط الصامدة بالتحويل S‏ ثم استنتج طبيعته 
2 — عين الشكل المركب للتدويل T‏ 
m‏ أثبت أن T‏ يقبل نقطة صامدة وحيدة هي A‏ 
s= ="‏ 
1 لتكن x da z=x+iy‏ و y‏ عددان حقيقيان 
تكون w‏ ذات اللاحقة Z‏ صامدة ب التحويل S‏ إذا و فقط إذا كان : 
S(wW)=w‏ أي : iz+1-i=z‏ 
أي : 17+ e a‏ 
l‏ و1 وك 1ك ] ير 1 
أي ix+y+I]-i-x-iy=0‏ 
أي 1-x+y+i(x-y-1)=0‏ 


1-x+y=0 
أي ا‎ 


1-x+y 50 1 
I 
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سلسلة هباج 


أي 1-9-9 
منه : مجموعة النقط الصامدة بالتحويل S‏ هي المستقيم (A)‏ ذو المعادلة 1—-x+y=0‏ 
لتكن M(x;y)‏ و M'(x':3)‏ 
M'=S(M)‏ يكافئ x +iy'=i(x-iy)+1—i‏ 
يكافئ  x+iy=y+l+ix-1‏ 


يكافئ لدم 


a :‏ 
من جهة أخرى شعاع توجيه المستقيم fija (A)‏ 
منه : 1)=0-)1(+ (1-)(1-) T.MM'=‏ 2 

(A) عمودي على‎ MM : إذن‎ 
[MM] منتصف‎ w لتكن‎ 
EA REVEL y+x-1 
2 2 

بالتعويض في معادلة (L)‏ : 

0 SS AE Sa | 
2 


o 


Xx+y-1 $ y+x-1 S] 
=1-1 
we(A) إذن:‎ =0 
(A) بالنسبة إلى‎ M هي نظيرة‎ M' : نتيجة‎ 
y=x-1 أي‎ 1-x+y=0 ذو المعادلة‎ (A) هو تناظر عمودي بالنسبة إلى المستقيم‎ S إذن : التحويل‎ 
H لنبحث عن الشكل المركب ل‎ 2 


z+‏ لد =2+i -aa Z=‏ زق 
B‏ 22 1 


12 


إذن : الشكل المركب ل iz+3 :T‏ 


3 لتكن w‏ ذات اللاحقة z=x+iy “= z‏ 
w‏ صامدة ب T‏ إذا و فقط إذا کان T(w)=w‏ 
أي : و 


=x+iy‏ + ور 11ل 


1. 1 3 EE 
ga IYI 


2 
0= = م )نه قمعو 


أي 
نضرب طرفي المعادلة )1( في 2 : 0= 2-41 
نجمع G)‏ و (2): y-2x+3+2x-4y=0‏ 
-3y+3=0 zy‏ 
ای y=1‏ 
بالتعويض في (1) : x=2y=2‏ 
ققيجة : التحويل T‏ له نقطة صامدة وحيدة w(2;1)‏ أي w‏ تنطبق على A‏ 
Gi‏ 
S‏ تشابه غير مباشر يحول انقطة A‏ إلى 8 و النقطة C‏ إلى D‏ 


عين العبارة المركبة للتشابه S‏ إذا كانت لواحق النقط D ٠ C . B » A‏ على الترتيب هي 31- ؛ 3 ؛ 
3-2i‏ ؛ -3-2i‏ 


E 
a(3 +21)+ 8B =-3-21 .... (2) 
a(3i-3-2i)=3+3+2i 
T E 

-3+i -3-i 
_ -18-6i-6i+2 


نتيجة : عبارة التشابه S‏ هي : :2 +2 2( 

T 

Z=-5iZ+1+i تحويل نقطي عبارته‎ S 

1 أوجد معادلة لصورة المستقيم (AB)‏ حيث ۸ و B‏ نقطتان لاحقتهما على الترتيب 21 +1 و 2 
2 — عين صورة الدائرة ذات المركز (1 : 1)3 و نصف القطر 15 بالتحويل S‏ 


سلسلة هياج 
الحل T=‏ 
نضع 2-17 EESTI‏ 
¡ + 1 +517 - - 2 يكافئ xX +i y= Six) + 1 +i‏ 

يكافئ 1+1 + 512-52 - اروز + لير 

KX FEY = 2-35 716-59 يكافى‎ 

يكافئ 21 و هو الشكل التحليني للتحويل s‏ 


1 - لنبحث عن معادلة (AB) <š.‏ : 


PECO sss: 
Al -2 EL, AB 0-2 


AB // BM يكافئ‎ M(x: y) e (AB) 
1 x-2 
يكافئ ا‎ 


(AB) وهي معادلة‎ y=-2x+4 ركافئ‎ 
¿S ss a y's x" بدلالة‎ y و‎ X ل لنبحث عن عبازة‎ 1 


l-x' 
y= P7 x'=]-5y 
| 5 كلوه يكافئ‎ 


x= =: 
5 
y=-2x+: هي‎ (AB) معادلة‎ 
لفل ؛ 4+)2(122-= کا‎ (AB) ضورة‎ ZD; 63 
1-x'=-2+2y'+20 : أي‎ 
2y'=1-x'+2-20 : آي‎ 
y=- 1.17 al 
2 2 


نتيجة : صورة (AB)‏ بالتحويل S‏ هو المستقيم ذو المعادلة ر 
Oga‏ الدائرة ذات المركز (1 : 1)3 و نصف القطر V5‏ 


E07 5 (O) aha 

(2. T (i-s ANO a معائلة‎ : 2) 
C y 05 a 
22 3 2 ` 
(ÊY, (#14) =5 ug 
GHI + (+4) = 125: إي‎ 


أي : 7 5 5) = 147 (x £4) + (y+‏ 
إذن : صورة (C)‏ هي الدائرة التي مركزها )14 w(-4;-‏ و نصف قطرها 5V5‏ 
ملاحظة : يمكن الاجابة باستعمال خواص التشابه كما يلي : 
S‏ تشابه asa‏ 5> ]51 -| 
إذن : صورة الدائرة (C)‏ ب. S‏ هي الدائرة التي مركزها w‏ حيث w=S(D‏ و نصف قطرها 55 
البحث عن :w‏ (5)1 

من أجل 3+1 - ع فان Eti‏ +(151)3-1 = 
151-5+1+1 

2141-4 
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w)- 4 :- 14) : إذن‎ 

منه : معادلة صورة (U)‏ بالتشابه 5 هي : 
التمرين ‏ 8 
Az ٠ Ay ٠ Ag‏ نقط لواحقها على الترتيب : 


2 — استنتج نسبة و زاوية و مركز التشابه S‏ 
ليكن w‏ مركز التشابه S‏ حيث t‏ لاحقة W‏ 

- تحقق أن : t—z'=i(-z)‏ ثم استنتج طبيعة wMM' SÈJ‏ 

س برهن أن المتتالية (Un)‏ هندسية 
انعرف المتتالية (v)‏ على IN‏ —: 

عبر عن va‏ بدلالة n‏ 

— هل المتتالية (Vn)‏ متقاربة ؟ 

s= 

ال لتكن م + < » = z'‏ عبارة التشابه,,58 


الل t‏ لاحقة w‏ إذن : 21 +1 -ع- 


إذن : 


(I) aa S(Ao)= Aı‏ عون لم 
a(-1-4)+B=-4- (2 S(Aı)=A2‏ 
بطر (2) a(5=4i+1+4i)=-154i+4+i s(a‏ 
أي 6060-3-31 
E‏ 
اي E‏ 
بالتعويض في )1( 365-4 Bp=-1-4i-(1-‏ 
wi‏ 21+12 41-3 دم 
a‏ 
NED ES i‏ 
pr ae E 3‏ 
أي 
غبار التشا ES TEREG SW‏ 
ر ابه z i)z 2 2 S‏ 
Ee‏ 
2 420425 
زاوية : EL‏ بام 
الزاوية : 5 Are F)‏ 
s C-i iris S papivc kas‏ شد لك 
Ta AE 2‏ 


+ zı=-1-4i t z2=5-4i 
Az الذي يحول له ,إلى ب و به إلى‎ S عين الكتابة المركبة للتاابه‎ 1 


t-z=-1+2i- [G - = 4102-3 + il 


(KEY + (y+ 14 “دلق ع‎ 


سلسلة هباج 


22 =-4-i 


ليكن M‏ و M'‏ نقطتين من الستوي لاحقتاهما على الترتيب Z‏ و '2 حيث 274 و S(M)=M'‏ 


من أجل كل عدد طبيعي n‏ نعرف النقطة Axa‏ ب : (,5)4 = An‏ و نضع. || Un = || An Ani‏ 


إذن : المركز (2 : 1 WC‏ 


سلسلة هياج 


i(z-z)=iz-iz' 


: من جهة أخرى‎ 
liz-2)|=[t-z| an i@z-z)=t-z + نتيجة‎ 
2ا‎ =| g 
MM =wM' أي‎ 


إذن : wMM'‏ مثلث متساوي الساقين 

M' قائم في‎ wMM' فإن : المثلث‎ (WM; WMI) = z E 
متساوي الساقين‎ M' قائم في‎ wMM' : أي‎ 

4 لتكن م2 لاحقة Ze + An‏ لاحقة Am‏ 


t= Zn+ = İ(Zn — Z+) : "لذن‎ S(An) = Anı 
lt- zm l =| Zn- Zail rau 
٠ ٠ ااال اا‎ An An I J 
رهد‎ = 2 was : لديا ية اتشيه 5 هي شلا بين‎ 
wA, = 2 wA = 2 y wAo 
wa = 2 wa = هلم‎ ) wao 


إذن : 
نسب مهد  :‏ 6+611-172-6[12- | = [ز4+ 1-5 1+2 -| > lt-zol‏ 


Il AEA I= = yr x6 P 


منه : 
ER F‏ إذن : (uo)‏ متتالية هندملية أساسها Z‏ و حدها الأول 6- 62.2 
ا ...... + جنا + Uo +u‏ ح Vn‏ 


CS 


-5 


ولا = 
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[ š J2 yn 2 
ا‎ 
(=) )x = 
12 V2 n+l 
= e 
ak 20 ] 
E y ل‎ aea x Du =a 
n— +e 2 n— +e ama 
12 
1 = i 
ا‎ 7 O pu 


aa‏ عا 
H. G F. E. D. C.B CA‏ نقطامن المستوي لواحقها على الترتيب 43 - 1.6 1-4 + 


ITT ET 1 1+1 


© هو المربع ذو الرؤوس D. C, B › A‏ و المركز Oi‏ 
C;‏ هو المربع ذو الرؤوس H + © , F ٠ E‏ و المركز O;‏ 
نضع S:={E;F;G;H} s Sı={A;B;C;D}‏ 
H u CÇ ¿RS E C Du CAB AA hii 05 N‏ 
2 ليكن H‏ التحاكي ذو اأمركز (0 ;1-)« و النسبة 2 
أكتب العبارة المركبة للدعاكي H‏ ثم بين أن H‏ يحول ,$ إلى 52 
3 ليكن S‏ التشابه الذي يحول S,‏ إلى S;‏ و g‏ التحويل النقطي المعرف ب H' ¿a g=H'oS‏ هو 
التحاكي الذي مركزه w(-1;0)‏ و نسبته 1/2 
أ) ما هي نسبة التشابه 5 
ب) أثبت أن © تقايس و أن Si‏ مجموعة صامدة إجماليا ب g‏ 
ج) برهن أن g(O)=O,‏ 
د) استنتج أن 8 هو أحد التحويلات التالية : التحويل المطابق » دوران Ri‏ ذو المركز Or‏ و الزاوية m‏ ؛ دوران 
R;‏ ذو المركز O,‏ و الزاوية 7/2 ؛ دوران Rs‏ مركزه Or‏ و زاويته 2/2 - 
ه) عين العبارات المركبة لكل من HoR;‏ ؛ HoR; + HoR;‏ ' 
(s‏ استنتج المركز wy + ۷2 › W)‏ لكل من التشابهات HoR; + HoR, + HoR,‏ الترتيب ٠‏ 


لحمل و 
ت 
2-ليكن 2+8 2= ارة التحاكي ETS H‏ 


Eur c T Ta :‏ 1ن - siaa‏ 
المركز هو w‏ إذن : 221 و منه B=1‏ = — 
إذن : غبارة التخاكي H‏ هي : 22+1 =2 B‏ 
O, gd‏ مركز Si‏ إذن : (0)1/2;0 F‏ 
و O,‏ مركز S,‏ اذن.: . (02)2:0 
هن أجل z=1/2‏ فإن : z=2(4)+1=2‏ إذن : O>‏ = (ر11)0 
طول ضلع:المربع: Iia Ci‏ 
طول ضلع المربع C;)‏ هو 2 حيث 252x]‏ (نسبة التحاكي H‏ هي 2) 
نتيجة : 52 هو صورة S,‏ بالتحاكي H‏ 
(i3‏ تشابه يحول S,‏ إلى S,‏ إذن : نسبة التشابه S‏ هي 2 و يحقق 02 > (59)01 
g=H"oS‏ 
(o‏ نسبة التشابه "1 هي 1/2 إذن : ع هو تشابه نسبته 1 (جداء نسبتي "۴ و S‏ 
¿us‏ التشابه S‏ هي 2 إذن: g‏ هو تقايس 
من جهة أخرى : H'[S(0)] = H'1(O;) = O,‏ = (رم)ع 
إذن : 8(Cı) = Cı‏ 
EE‏ 
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8(Sı) = 5 : آي‎ 
g مجبوعة صامدة إجماليا ب‎ SI GÍ 
(رم)ع‎ - H(0»2) : منه‎ g(01, =H [S(O] ج(‎ 


EE e, 
wO, آي‎ wO | 2 : لدينا‎ 
p 0-0 


O L i vO: 

Aia 1 

3 ل د‎ w j 

بما أن : 2802 = ر فإن O, =H'(O;)‏ 


ج) لدینا gS)=S,‏ 


منه : 0 > H'(O;)‏ = (07)ع و هو المطلؤب 


۸ أو إلى © أو إلى 8 أو إلى‎ D تتحول إما إلى نفسها‎ D النقطة‎ : y 


نميز الحالات التالية : 
الحالة (1) g(D)=D‏ إذن : ع هو التحويل المطابق 


الحالة (2) g(D)=C‏ إذن : g‏ دوران مركزه 0 و زاويته 5 - واليكن R;‏ 
الحالة (3) g(D)=B‏ إذن : g‏ دوران مركزه Or‏ و زاويته m‏ وليكن Ri‏ 
الحالة )4( g(D)=A‏ إذن : g‏ دوران مركزه 01 و زاويته J‏ و لیکن R;‏ 


ه) عبارة R,‏ : 
م ST‏ 
إذن : عبارة Ri‏ هي 2+1--2 
منه : جم z‏ 10د ونمو ابام دحك SENSE‏ 
إذن : عبارة HoR;‏ هي z=-2z+3‏ 
عبارة R2‏ : 
و کو م 
إذن : عبارة ۴2 هي ذل - ل +2-12 
z+ d- di 262+ d- li)+1=2iz42-i iau‏ 
إذن : عبارة HoR‏ هدي 2-212+2-1 
عبارة Rs‏ : 
bs ea‏ س و 
ETN Erts 2‏ 
منه : عبارة =-iz+—+—- : Rs‏ 
پر + 2 2 Z=-1Z‏ 
co‏ +212+2-= 1+( 1+ لجز )2 1 + 3+ قاع 
إذن : عبارة HoR;‏ هي Z=-2iz+2+i‏ 
و) المركز : 
1= ِل wi(l 50) : o‏ هو مركز التشابه HoR,‏ 
F2‏ 
E 2i 243-12 + 3.‏ 72-23 7 
=+ = = إذن : )=;= HoR.‏ 
SB.‏ 5 و و لتر ا انا ف مركر oR‏ 
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3 222 1-2054 كل له | E TE‏ 5 
NR enue ES 1-2 ` 5 O‏ 
التمرين ‏ 10 
T‏ تحويل نقطي للمستوي يحول النقطة M‏ ذات اللاحقة z‏ إلى النقطة M'‏ ذات اللاحقة '2 
حيث z'=-3iZ+2+6i‏ 


1 ماهي طبيعة التحويل T‏ ؟ 
2 لتكن z"‏ لاحقة النقطة M"‏ حيث M" = T(M')‏ 
عين "2 بدلالة z‏ 
3 عين طبيعة التحويل ToT‏ و عناصره المميزة 
4 — برهن أن T‏ هو مركب تناظر محوري ذو المحور (xx')‏ و تشابه S‏ يطلب تحديد عناصره 
5 - برهن أن T‏ هو مركب لتحاكي ذو المركز A‏ و النسبة 3 - و التناظر المحوري ذو المحور المستقيم (d)‏ الذي 
يشمل A‏ و معامل توديهه 1 حيث A‏ هو مركز التشابه  S‏ 
الحل ‏ 10 s P‏ 
z= Z—-3iZ+2+6i — 1‏ 
إذن : T‏ هو مركب النناظر المحوري 5 بالنسبة إلى محور الفواصل و التشابه المباشر P‏ الذي نسبته 3 
إذن : T‏ هو تشابه غير مباشر نسبته 3 و مركزه النقطة الصامدة A‏ كمايلي : 
لتكن A(x; y)‏ صامدة 
x+iy=-3i(x-iy)+2+6i‏ 


أي x+iy=-3ix-3y+2+6i‏ 
أي (x+3y-2)+i(3x+y-6)=0‏ 
al‏ ال 
3x+y-6=0‏ 2 
iasi E‏ 
8-=1-9= | إذن : pa‏ 
1 5 5 ؟ اتيس نا — 
)> اص 
3 6- 


إذن : مركز التشابه A(2;0) = T‏ 


SOE Ez = PCIE +246 -2 


=-3iGiz+2-6i)+2+6i 
=9z-6i-18&+2+6i 
2-9 2:16, رهي‎ ToT عبارة‎ noi = 9 2 6 
: ToT طبيعة التحويل‎ — 3 
— I 221 eni 9و مركزة: دات‎ akaqa هو‎ ToT 
۸)2 ; 0( هو النقطة‎ ToT أي مركز التحاكي‎ 
2 =7 إذن عبارته‎ (xx') التناظر المحوري بالنسبة إلى‎ P ليكن‎ 4 
z=-3iz+2+6i : تشابه مباشر عبارته‎ S و لیکن‎ 


E 126 spa 


T=SoP 4 au 

العناصر الهندسية للتشاره S‏ : 

النسبة : 311>3-| 

Arg(-3 i) =- 3 : الزاوية‎ 
2+6i _ 2+3 

المركز : و کو ی ——— 

1+3i 1+3i چ‎ 


5 ليكن S‏ التحاكي ذو المركز A‏ و النسبة 3- 


إذن : المركز هو (0 ;۸)2 
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سلسلة هباج 


رة 5 2-2-3248 کت >= Ë‏ أي B=8‏ 

منه عبارة S‏ هي 3248-= 2 

نفرض وجود تحويل نقطي P‏ =“ ۲= 802 

ليكن "$ التحاكي الذي مركزه (0 ;۸)2 <s‏ 4- إذن عبارة "8 هي : B‏ ےار 


poi c s a 
3 Tes 
NE | 8 T i š 
ا‎ ER, Za: هي‎ S منه عبارة‎ 
S'loSop=S'oT 4u SoP=T : لدينا‎ 
هو تخويل مطابق‎ S'oS أي + 2-8701 لأن‎ 
: كمايلي‎ STOT لنبحث إذن عن عبارة‎ 
T: Bs OO EEE a 
ze د‎ 2027 61 RAS gesik? E li s 
== y: 1 Š 
= ssp ss S 
=iz+2-2i 


إذن : عبارة التحويل P‏ حيث zZ=iZ+2-2i œ SoP=T‏ 
لنبحث الآن عن طبيعة التحويل P‏ كمايلي : 
عبارة x'‏ و y'‏ بدلالة iya x‏ 

x +iy' =i(x iy) +2 -2i 


أي 2-1 +989 + 2 1ج انو + اير 

x'+iy'=y+2+i(x-2) أي‎ 

i‏ 2+ بودير 

-e s: 

y-x+2=0 يكافئ‎ x=y+2 النقط الصامدة‎ 
y-x+2=0 y=x-2 


يكافئ  y-x+2=0‏ 
إذن : النقط الصامدة بالنحويل P‏ هي المستقيم (d)‏ ذو المعادلة y-x+2=0‏ 
منتصف [MM']‏ : لتكن w‏ منتصف M'=P(M) <= [MM]‏ 
x+y+2 o x=2+y y‏ 
o:‏ : | —— ; لتحا w|‏ 
2 2 
بالتعويض في معادلة )8( : 
K2 os x-2+y-x-y-2‏ 2-21 
2 2 2 
22 = 
0= إذن : we(d)‏ 
وضعية (MM')‏ بالك مبة إلى المستقيم (d)‏ 


+ 9 اله شعاع توجيه‎ (d) 
-1 


mmis t2 -* 
x=2-y 


EM IGS o G 2 y as 


+2 
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x ===. 2 2:ج‎ 
û LMM : إذن‎ = 0 


منه : (MM)‏ عمودي على (d)‏ 
خلاصة : M’‏ هي نظيرة النقطة M‏ بالنسبة إلى المستقيم (d)‏ 

هل (0) ع ؟ A(2;0)‏ إذن: 0-2+2=0 

إذن : فعلا A‏ تنتمي إلى (d)‏ 
معامل توجيه (d) : (d)‏ له المعادلة y-x+2=0‏ أي y=x+2‏ 
منه : معامل توجيه (d)‏ هو 1 

نتيجة : التحويل P‏ هو تناظر محوري بالنسبة إلى المستقيم (d)‏ الذي يشمل النقطة A‏ معامل توجيهه 1 
التمرين — 11 5 

لين 120-19 =2 ؛ REINA‏ هل 
1 — أكتب العدد ,< على شحله المثلثي 
2 برهن أن z;=-i‏ 

لتكن M‏ و M'‏ نقدتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب Z=x+iy‏ و z'=x'+iy'‏ 

سد عدوي و ا اا كد 

5 تحويل لفطو و كينل کے ر و و ل POO‏ 
3- أكتب z'‏ بدلالة z‏ 
4 — استنتج الطبيعة الهندسي» و العناصر المميزة للتحويل S‏ 

x+y+1=0 مستقيم معادلته‎ (A) óS 
S بالتحويل‎ (A) صورة المستقيم‎ (d) أكتب معادلة المستقيم‎ — S 
505 أكتب العبارة المركبة للتحويل‎ 6 
هو تشابه مباشر‎ SoS .برهن أن‎ - 7 
SoS و‎ S قارن بين العناصر المميرة ل‎ — 8 
11  لحلا‎ 
zıl = (2l1-il= [2 x (2=2 2لا حت إڻ:‎ 0-« 1 


لتكن 0 عمدة ل Z‏ 


ZI = 2[cos(- y i sin انتيجة : ا‎ 
n- Piciri 
1-2 +i 2 
Pei = SPERA 
1-12+1[2 1 - 2ل‎ - 2 
_ N2-2-2i+C1+ 250 -ADi + N2611 +N 
a-y2} +27 
_ 2-2-2-1 اذ‎ 2+ 1012-21-2 
2+2+2ل[1-20‎ 
_ C5+2 i 
55-20 
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-2 


“O s 
5-2 2 

==1 
xw+iy= P2G@+y+D+i[N2Cx+y+D- 11 -3 

=xV2+y 2+2 +iCxN2+y 2+2- D 

N2 EN2- x DIENT +i 2-1‏ و 2ج 

xN2+yN2i-x 2i +y (2+2 +i (2-i 

= N2 رو 1 +ع 112 ور نجع‎ + 2+(N2- Di 

=(x +IY(N 2i2) +N 2+ (2-Di 

منه : Di‏ - 2+2+7 (2 2 )= 2 وهو المطلوب 
4 طبيعة التحويل 5 : 
النسبة : 2= 2+2 = 2-12 | إذن : S‏ تشابه نتتبته 2 


الزاوية : Arê 2-i 2) =3 Z‏ إذن : زاوية التشابه S‏ هي 35 - 


2+ N2-Di 
۷)0: -1( = S مركز التشابه‎ : A )1 زح أ ——— (حسب السؤال‎ i المركز‎ 
( ) المركز 1 12+ 2ل - 1 ) (1)) إذن :مركز‎ 


5 نعلم أن صورة مستقيم بتشابه هو مستقيم 
Jt‏ (1 جب +ع :12 - ¿v‏ 1-0 +بز +ع (معادلة (4)) 
o‏ : 0(=0) 2= '× 
منه : معادلة المستقيم (0) هي ن- x‏ أي (d)‏ هو محور التراتيب 


PSE Ya EA- iSe - ) 22 Dk 2-1/2(2+ 2+(2- l+ 12+ )]2-1(1 — 6‏ د 
=-4iz+ 12)12- (Z) +Z- FOE Di+ ]2+) Di‏ 
=-4iz+2-2i+iQ- 12-2 1+ ]2(+ +i -i‏ 
و rsi‏ عدو ]د a T BS‏ 
=-4iz+4-i‏ 
لتيجة SOS q Obe:‏ هي T.I‏ 4 0123 2 
7_ 4- |41 -| إذن : SoS‏ هو تشابه مباشر نسبته 4 


و زاويته 5 -=(41- )ع۸ و مركزه w‏ ذات الاحقة eoo‏ - = 
6i4‏ 4_ 
17 
=-i‏ 
إذن : المركز هو (1- :۷)0 
مقارنه : 
التشابه S‏ | التشابه SoS‏ 
المركز | 1-: 8200 w(0;-1)‏ 
النسبه k=kxk=4 |k=2‏ 
p= gS RR ai‏ جه 
ف o‏ 
التمرين ‏ 12 


A)=0 حيث‎ A مثلث قائم في‎ ABC 
[BC] على‎ A هو المسقط العمودي للنقللة‎ H 
؟‎ B إلى‎ A و يحول‎ H ما هما نسبة و زاوية التشابه المباشر الذي مركزه‎ 
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الحل ‏ 12 
لدينا 0 >0 إذن : 0< 0ع F‏ 
n HA‏ 
في المثلث القائم HAB‏ لينا : 2A‏ = وي 
HB‏ 
HB 186 = HA : aia‏ 
8 
أي + _ 84 o B8‏ اقب ف 1 > ۸ 
16 10 
من جهة أخرى : £ = os (HÃ : HB)‏ زاوية الشاي 


ZISA 13  نيرمتلا‎ 
(AD; AB) = z مربع حيث‎ ABCD 


عين نسبة و زاوية التشابه المباشر الذي يحول À‏ إلى 8 و 8 إلى D‏ 
الحمل ‏ 13 
ليكن S‏ هذا التشابه حيث زاريته 0 و نسبته k‏ 


k= BD 
AB : إذن‎ 6 
0= (AB; BD) SE) ai 
n AB š RA: TRDy= T. A 
E AE ;BD= Z us 
cos Z 58 a (BA ;BD) 4 
125 1 قف‎ T 
Ë = : أي‎ 
2 2 BD 
BDS AN a 
نا‎ 
22 منه‎ 
سه‎ 
(AB;BD)=-32 : كسب الشكل فان‎ 
-22 لد اللسبة“ 2( و الزاوية‎ S 23 


التمرين - 14 

BÊ; BA)= 3 حيث‎ [AC] في 8 . × منتصف‎ yd مثلث متساؤاي‎ ABA 

عين في كل ممايلي نسبة و زاوية التشابه المباشر 5 حيث : 

١ك‏ المركز ۸ر وایخؤل؟ B‏ إل K‏ 

2 المركز © و يحول × إلى B‏ 

3- المركز A‏ و يحول a‏ إلى C‏ 

s 

من خواص المثلث المتساوي الساقين و القائم ما يلي : 1 
F : (AB; 40 = 2‏ = رت CA‏ ؛ AK=KC=BK‏ 


E ri Ce 
4 ME CB 
AK - CK 
AB CB 
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سلسلة هباج 


منه النتائج التالية : 
: هم خلا = ak‏ إذن : التشابه المباشر ذو المركز A‏ و يحول 8 إلى K‏ له النسبة خلا والزاوية z‏ 
(AB;AK)= 3 2‏ 

1 268-12 إن : التشابه المباشر ذو المركز © و يحول K‏ :إلى B‏ إله التسبة ١2‏ و الزاوية 55 
CR:cB= 2-7‏ 


AC =2 AB‏ (حسب فيثاغورت) 
3 +1 م — ج إذن : التشابه المباشر ذو المركز A‏ يحول B‏ 


إلى © اله النسبة 2 و الزاوية ك5 


SRA 15  نيرمتلا‎ 
(AB; AC) = 3 مثلث متقايس الأضلاع حيث‎ ABC 


A'‏ و C'e B'‏ هي منتصفات القطع [BC]‏ ؛ [AB] + [AC]‏ على الترتيب 

© هو مركز Jë‏ المثلث ABC‏ 

A' إلى‎ B و يحول‎ A تشابه مباشر مركزه‎ Si 

C إلى‎ A و يحول‎ A' تشابه مباشر مركزه‎ S; 

G و يحول © إلى‎ B تشابه مباشر مركزه‎ S3 

B' إلى‎ A تشابه مباشر مركزه © و يحول‎ S4 

عين نسب و زوايا كل من النمابهات Sa ٠ S3 ٠ S; › S,‏ 

الحل = 15 

من خواص المثلث المتقايس الأضلاع أن الأعمدة هي متوسطات و هي منصفات للزوايا و نقطة تقاطعها هي إذن مركز الثقل 
للمثلث و هي مركز الدائرة المحيطة بهذا المثلث منه النتائج التالية : 


AB;AA)=Z i 
B AA' A ون‎ g AA J 
2 AB 6 B 
an= هم‎ Li 
هي قلا و زاره‎ Si نتيجة : نسبة التشابه‎ 
(A; AČ) =- 3 -2 
A'C 
EAE i 'C في المثلث‎ 
86 A AA'C في المثلث‎ 
A'C= منه اه‎ 
1 2 
AC = A'A x> x = آي‎ 
E چا‎ 
AC= A4 
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نتيجة : نسبة التشابه 52 هى خلا وزاويته 5 - 


66 :80- z -3 
= BA' : BGA' في المتلث‎ 


آي —= 


E : أي‎ 


BG 
BG = BC كك‎ 


NEJ 


£ إذن : التشابه s‏ له اسبه B‏ و الزاوية & : 


(GA; 68( - - 5 -4 
GB' 
= SB' : AGB! في المثلث‎ 
GA s 


GB: 
GA 
GB' = 1 GA rak 


cos 


vja‏ مونم 


5 í Gb'= LGA 
Sa و زاويته‎ 2 S, نتيجة : 1 .> _ إذن : نسبة التشابه‎ 
3 


(B;AD= Z حيث‎ O مربع ضلعه 1 و مركزه‎ ABCD 
[AO] هو منتصف القطعة‎ I 
1 إلى‎ B يحول‎ O إلى‎ A تشابه مباشر يحول‎ S 
5 “S ama 

— أعط Lus‏ مركبة للتشابه 5 باعتبار المعلم المتعامد و المتجانس المباشر (A; AB; AD)‏ 
E‏ - نسمي w‏ مركز 4283¿ S‏ . برهن أن المستقيمان (wA)‏ و (WD)‏ متعامدان 
اقل 16 
1_ 

S(B) =1‏ 
لتكن 0 زاوية التشابه المباشر S‏ و k‏ نسبته 


kO OI 
AB : لدينا‎ 


(AB; 01-6 


125 


من خواص المربع أن قالراه متناصفان و متعامدان و منصفان للزوايا 


— s 
منه‎ (AB;AC)= X 


< sn s — E zi 
(AB; AD) £ وك‎ (ABAO) 4 و‎ 1 Ó 


منه : 2 = ا5 :8 os‏ : زاوية اتشايه 5 e‏ ` 

من جهة'أخرى : في المثلث AOB‏ لدينا : 

1-5 TPEs cos يز‎ = QA _ 201 

TT : E AB وي الخد‎ 
2 
0 


| 
; 


2 بإعتبار المعلم (A; AB; AD)‏ طول ضلع x ABCD god‏ 1 فإن لواحق D ٠ © 8 > A di‏ 
على الترتيب 0 ,1 1+1 ء 1 منه لاحقة المرّكز O‏ اهي): 3+1 


و لاحقة النقطة 1 هي : 1+1 


لتكن 8 z+‏ »=2 :بارة 


2 
4 
3 


EA ra 
لد ]| إذن : نسبة التشابه‎ 1 

4 4 | إذن : نسب به S‏ هي 

Arg 1 5‏ إذن : زاوية التشابه S‏ هي 4 


تحقيق : 


5 26-1+51+1( 
AFEA 
I2 FSi 


26 


E A 
= 2 S 
BEB 
e =s) منه : مركز التشابه 5 هو النقطة‎ 
1313 
6و‎ (aiz c 
sss فيص نذا وو‎ 
2 EE A 
13 13 8 
Aw.wD = S(£) 4) ) منه‎ 
EG EG? 
169 ` 159 


Aw L wD : إذن‎ = 0 
متعامدان‎ (wD) و‎ (wA) منه : المستقيمان‎ 

التمرين ‏ 17 
أختر الجواب الصحيح في كل سؤال ممايلي : 
1 التحويل الذي عبارته المركبة 212-73 -'2 هو : 

W(-3 : 2( مركزه.‎ JBU (i 

ب) تناظر محوري محوره المنصف الأول 
ج) تشابه مباشر مركزه )$ E‏ 

3( تشابه مباشر مركره w(-3;2)‏ 


2 - التعريف المركب للتشابه ذو النسبة V3‏ و الزاوية ‏ و المركز (5)1:013 za‏ 


=i(3z+1+il3 (= z= (32+4 0‏ م e‏ 
z=iV3z+4 (3 z =i 32+4 (s‏ 
الحل ‏ 17 
1. 2212-3 من الشكل zZz=%z+B‏ 
لدينا : 2= |21| إذن : التحويل تشابه مباشز نسبته 2 


Arg(2 i) = 5‏ إذن : زاوية التشابه هي Z‏ 
EDN TE tó‏ د 
E (2 Dos) 5. 5‏ 
نتيجة : الجواب الصحيح هو ج) تشابه مباشر مركزه )$ - wes;‏ = 


2 التشابه المباشر ذو المرذز a‏ و الزاوية 
التعريف المركب التالي : 8 )z+‏ 5 منوز+ 5 (cos‏ 20/3" 


B =1+i حيث 3إ‎ z=iV3z+B : آي‎ 
1-13 š 1 x °y 
6 =(1-iN3)1 +i 3)=4 : منه‎ 

أي : 4+ 2-113 


ة ؛ الجواب المتحيح عو > )3224لا 2 
التمرين ‏ 18 
A‏ و B‏ نقطتان لاحقتاهما على الترتیب a‏ و b‏ 


ير د 


7 له 
2 
z‏ 
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سلسلة هباج 


يكون المثلث MAB‏ قائم و متساوي الساقين و مباشر رأسه M‏ إذا وفقط إذا كانت للنقطة z iay M‏ تحقق : 


سلسلة هباج 
z-a=¢?(b—a) E z=? (i‏ 
= 
a-z=i(b-z) (<‏ د( 3679 b-z=‏ 
Ja‏ — 18 
يكون MAB td‏ قائم و متساوي الساقين و مباشر رأسه M‏ إذا و فقط إذا تحققت الشروه' التالية : 
u z)-Arg(a-z)= 2 z MA : MB) =a‏ 
zi 2‏ 2 
lb-z|= la-zl i MB=MA‏ 
b-z x‏ 
Ar z‏ 
leaa)‏ 
Hg‏ 
يي b-z Ši‏ 
a-z‏ 
منه : ta = 1[cos Z +i sin Z]‏ 
a-z 2 2‏ 
b-z _ on‏ 
أي : ss si‏ 
-z=i(a-z) Sl‏ 
منه : b-z=ia-iz‏ 
أي : b-ia=z-iz‏ 
b-ia=z(1-i 25‏ 
أي : Z= Bia‏ 
l-i‏ 
نتيجة : الجواب الصحيح هو : (i‏ 
التمرين ‏ 19 
A‏ و B‏ نقطتان متمايزتان I ٠‏ منتصف [AB]‏ 
f‏ تشابه مباشر مركزه. À‏ | نسبته 2 و أزاويته كيك 
چ تشابه مباشر مرکزه A‏ و نسبته + و زاويته $ 
ليكن h‏ التناظر المركزي ذه. المركز I‏ 
اختر الجواب الصحيح ممايلي : 
hogof (i‏ دوران يحول A‏ إلى B‏ 
hogof (<‏ تناظر بالنسبآ إلى محور القطعة [AB]‏ 
ج) hogof‏ ليس تشابها مباشرا 
hogof (3‏ انسحاب شعاءيه AB‏ 
الخل ‏ 19 
من خواص التشابهات أن مركب تشابهين ذات نفس المزكز هو تشابه ذات المركز نفسه و النسبة جداء النسبتين و زاويته هو 
مجموع الزاويتين 
و عليه التحويل eot‏ هو تش يد مباشر فرفر رو B hisa‏ 2 و زاويته ج - 5+ 23 


إذن : gof‏ هو تناظر مركزي بالنسبة إلى النقطة A‏ 

نتيجة : hogof‏ هو مركب تناظر مركزي بالنسبة إلى واتناظر مركزي بالنسبة إلى 1 
إذن : hogof‏ هو انسحاب شعاعه AB‏ == 

الجواب الصحيح هو د) hogof‏ هو انسحاب شعاعه AB‏ 

التمرين — 20 

فيما يلي ميز بين الجمل الصديحة و الجمل الخاطئة 

1 الكتابة المركبة 2= !2 تعرف تشابه مباشر نسبته 4 


سلسلة هباج 


2 الكتابة المركبة 4 +2 3 -'2 تعرف تحاك نسبته 3 
3 الكتابة المركبة z'=(1+i)z‏ تعرف تابه T asya‏ 


4 الكتابة المركبة 12+31 3 - - '2 تعرف تشابه مباشر زاويته T‏ 3 

الل 20 2 

1 خاطئ نسبة التشابه هي 2 

3 — صحيح , 

e کک‎ 

4- صحيح . 

التمرين — 21 

هيز بين الجمل الصحيحة و اخاطئة في ما يلي : 

1 - التناظر المحوري بالنسد: إلى مستقيم هو تشابه مباشر 

2 — الدوران في المستوي هو تشابه مباشر نسبتة 1 

3- التحاكي في المستوي هو. تشابه مباشر له نفس المركز و نفس النسبة 

4 التناظر المركزي في المستوي هو تشابه مباشر زاويته 7 و له نفس المركز 

5 مبدأ المعلم هو مركز لكل تشابه مباشر معرف ب z'=(a+bi)z‏ حيث a‏ و b‏ عددين مركبين 

21 — =N 

1 خاطئ : التناظر المحوري بالنسبة إلى مستقيم هو مركب تشابه مباشر و تناظر محوري بالنسبة إلى محور الفواصل إذن فهو 
تشابه غير مباشر 

2 صحيح 

3 — خاطئ لأن نسبة التحاكي قد تكون عدد حقيقي سالب . 

4 - صحيح 

5 — صحيح من أجل a+bi#0 ,a+bi#1‏ 

التعرين — 22 

# نقطة ذات اللاحقة 2 . S‏ تحويل نقطي للمستوي يرفق JS;‏ نقطة M‏ ذات اللاحقة z‏ النقطة M'‏ 


: اللاحقة '7 حيث‎ ai 
ا فانحا بي( خلفخة) ير‎ 
`a Nl 
التحويل 5 هو تشابه مباشر للمستوي‎ 1 
7:)2 : 0( له نقطة صامدة وحيدة هي‎ S التحويل‎ -2 
M' قائم في‎ wMM' المثلث‎ - 3 
keZ حيث‎ (wM; N) - - Z +2rk 8 
. هو تحاكي‎ SoR التحويل‎ . -E دوران ذات المركز © و الزاوية‎ R 5 


ل — 22 
العبارة المركبة للتحويل S‏ من الشكل 8 z+‏ »= إذن : S‏ هو تشابه مباشر للمستوي وعناصره كمايلي : 


كلامو gE‏ خلا تلفت 

4 4 4 2 

MHG) -AGs 
— On 


E a = 


(10-133 ا3 


سلسلة هباج 
نتائج : 
چ E P Oke‏ 
أ) S‏ تشابه مباشر للمستوي مرکزه (0 : ۷)2 any‏ وو چ 


ix WM: wM = Z 
(WM! : wNî) - - 3 = s `: j : فإن‎ M'= S(M) إذا كانت‎ (o 
wM'= — wM 


wM 


cos 3 =‏ 
إذن : المثلث WMM‏ قائم 'لزاوية وتره [wM]‏ إذن : قائم في M'‏ 
ج) إذا كان R‏ دوران مركزه O‏ و زاويته s‏ 
2 [(2 )مه z= [eos & )+i‏ أي ET‏ 
š : i E‏ 2 
ENE. E‏ 


إذن : 


TEES 1‏ 
iz Na‏ مون دي IN‏ 
2 8 
لا E‏ 
2 
إذن : التحويل SOR‏ له الشكل المركب كير i.‏ 
منه : SoR‏ هو aaa‏ لمستوي دلب D‏ 


و بناء على هذه النتائج فإن كل من العبارات المقترحة | ET STITT‏ 
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المقاطع المستوية للسطوح 


قي كل الدرس نعتبر الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس :T;T; R)‏ 0) 
1 — السطح الأسطواني الدوراني 

تعريف : (C)‏ دائرة مركزها o‏ و نصف قطرها R‏ حيث R>0‏ من المستوي (Koy)‏ 

نسمي سطح أسطواني دوراني محوره (OZ)‏ و نصف قطره R‏ مجموعة المستقيمات الموازية للمحور (02) و التي تشمل 
تقطة من الدائرة (C)‏ 

كل مستقيم من هذه المستقيمات يسمى مولدا لهذا السطح . 


معادلة السطح الأسطواني الدوراني 
السطح الأسطواني الدوراني الذي محوره (02) و نصف قطزه R‏ هو 
مجموعة النقط (2 M(x;y;‏ من الفضاء حيث 
R2‏ = ر + × و تسمى هذه العلاقة معادلة ديكارتية للسطح الأسطواني الدوراني . 
ملاحظة : في المعادلة 8= ر + × لا يظهر الراقم z‏ فإذن 112 © 2 
منه السطح الدوراني الأسطواني غير محدود . 
مقطع مستوى يوازي (03*) بسطح أسطواني دوراني محوره (oz)‏ 
ګن (P)‏ مستوي يوازي (xoy)‏ معادلته z=a‏ حيث ae R‏ 
مقطع المستوي (P)‏ بالسطح الأسطواني الدوراني الذي محوره (02) و — قطره R‏ 
هو الدائرة (C)‏ من المستوي (P)‏ و التي مركزها (0:2: 7)0 و نصف قطرها ۸ . 
مقطع مستوي يوازي (X OZ)‏ بسطح أسطواني دوراني محوره (oz)‏ 
(P) óS‏ مستوي يوازي (2 0*) معادلته y=a‏ حيث ae R‏ 
¿S‏ < مقطع المستوي (P)‏ بالسطح الأسطواني الدوراني الذي محوره (02) و نصف قطره R‏ . نميز الحالات التالية : 
|a|>R —1‏ :. < مجموعة خالية Y)‏ يوجد تقاطع) 
|a|=R 2‏ : < هو المستقيم ذو المعادلة y=a‏ موازي ل (oz)‏ 
Jal > ۸ 3‏ : < هو انحاد مستقيمين معرفين بالتمثيلين الوسيطيين : 


yoa Cy 
x = R—a* و‎ + x= | 22-2 
218 EER 
(oz) بالسطح الأسطواني الدوراني ذو المحور‎ (Voz) مقطع مستوي يوازي‎ 
ae R حيث‎ x=a معادلته‎ (y02) مستوي يوازي‎ (P) لیکن‎ 
: نميز الحالات التالية‎ . R بالسطح الأسطواني الدوراني الذي محوره (02) و نصف قطره‎ (P) ليكن < مقطع المستوي‎ 
يوجد تقاطع)‎ Y) مجمرعة خالية‎ = : |2| <R —1 
(oz) موازي ل‎ x=a هو المستقيم ذو المعادلة‎ 32: lal=R 2 
: هو اتحاد مستقيمين معرفين بالتمثيلين الوسيطيين‎ XZ : |a|<R 3 


x=a EK 
82-2 e مع‎ R: a 


ze IR ع2‎ 18 


نشاط : 

ليكن (S)‏ السطح الأسطواني الذي معادلته 25= X +y‏ 

(a — 1‏ عين تقاطع (S) ghal‏ مع المستويات التي معادلاتها x=4‏ ؛ x=-5‏ ؛ x=7‏ 
(b‏ مثل بالإنشاء السطح (S)‏ و المستويات السابقة ٠‏ 


2 لیکن (P)‏ المستوي ذو المعادلة x=k‏ حيث kelR‏ 
ناقش حسب قيم k‏ تقاطع السطح (S)‏ و المستوي (P)‏ 
3 لیکن [5 ; 5 -] k e‏ . نعتبر المستقيمات (D.)‏ ذات التمثيل الؤسيطي التالي : 
fx=k ET Pas Et x=k‏ 
اكد والمستقیمات (Th)‏ ذات التمثيل الوسيطي E PEE‏ 
(a‏ تحقق أن (DO)‏ و (T)‏ محتويان في السطح (S)‏ 
(b‏ بين أن الح (5) هو asa‏ المستقيمات (O)‏ و T)‏ لما k‏ يمسح لعجل [555-] 
z ¿saq‏ 
M ;ys2)'osa- (a — 1‏ نقطة ,مشتركة بين تطح ٠‏ (6) أو الستتوي (Pi)‏ ذو المع ج 


x=4 8 x=4 , 
إذن: يكافئ‎ 
ب‎ tes taap uh إدن‎ 


x=4 کا‎ 

PA e 
يكافئ و‎ 
yeon 


: تقاطع (S)‏ و (Pi)‏ هو المستقيمين اللذين تمثيلاهما الوسيطيين : 


إذن 
x=4 rx=4‏ 
y=-3 uy‏ 
ze IR 215‏ 
للك MEY z)‏ نقدلة مشتركةايين ر (S)‏ و الممتتؤي (P2)‏ و ل O‏ 
i [x=-5 :‏ 5--2 
إذن : > يكافئ 
ا ور E‏ 
يكافئ $ x=‏ 
يكافئ 
=s‏ 
منه : تقاطع (S)‏ و الهستوي (P2)‏ ذو المعادلة 5 - = × هو المستقيم ذو التمثيل الوسبطي 
EPA‏ 
4y=0‏ 
IR‏ 26 
لتكن M(x ; y ; z)‏ نقطة مشتركة بين (S)‏ و المستوي (P3)‏ ذو المعادلة 7= × 
x= sus J x == A‏ 
T i e as‏ 
يكافئ jai x<‏ 
E‏ 
إذن : السطح (S)‏ لا بقطع المستوي ذو المعادلة 7= × 
fx=k E‏ يكافئ x=k‏ 
K+ y= 5 x +y =25‏ 
s s ae‏ 
Pae =‏ 


T k الجملة تكافئ‎ ke (-5;5) (1) الحالة‎ 

Ë 

إذن : (S)‏ و (P)‏ يتقاطعان في مستقيم تمتيله الوسيطي := 
itan‏ (2) ]مه + : 5[U]5‏ - : مه keJ-‏ الجملة لا تقبل حلول 
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إذن : (S)‏ و (P)‏ لا بتقاطعان . 
الحالة )3( ]5 : 5 -[ع k‏ الجملة تكافئ p‏ 


y=+ 25-2 


إذن : المستوي (P)‏ و (S)‏ يتقاطعان في مستقيمين تمثيلاهما الوسيطيين 


x =k R=k 
ts E ا‎ 


(a — 3‏ لتكن M(x;y;z)‏ نقطة من (Dk)‏ إذن : چ 
من : ET x+y =25-K? +K‏ 
آي : 25 = +× منه M e (S)‏ إذن : (D) c (S)‏ 
لتكن N)»: ; z(‏ نقطة من (T)‏ إذن : GE‏ 
ل a‏ ا 


أي : 25 = ر + × منه N e (S)‏ إذن : (8) -50) 
نتيجة : كل من (D)‏ و (:1) محتويان في (S)‏ 
(b‏ لتكن M(x;y;2)‏ نقطة من (P)‏ إذن : 25 = ”+× 


x=k 
firas منه‎ 


x=k 
=25-k أي‎ 


M ع‎ (D) U (T) أي‎ 
)5( لا(,))ء‎ (1)) : < 

(DO U (TWE (S) و‎ (S) c (Di) U (TY) : نتيجة‎ 
و هو المطلوب‎ (S)= (THU )1(:( : إذن‎ 

2 سطح مخروط دوراني 

تعريف : 


(Koy) دائرة من مستوي موازي للمستوي‎ (C) . )02( نقطة من المحور‎ I 
(C) و تشمل نقطة من الدائرة‎ o مركزها 1 مجموعة المستقيمات التي تمر من النقطة‎ 
و الرأس:0‎ (C) تسمى سطح المخروط الدوراذي ذو القاعدة‎ 

كل مستقيم من هذه المستقيمات هو مولدا لهذا السطح المخرّوظي الدوراني 

الانشاء : 


معادلة سطح المخروط الدوراتي 
سطح المخروط الدوراني الذم. مخوره (OZ)‏ و قاعدته الدائرة (C)‏ ذات المركز (2 :0 : 1)0 و نصف القطر R‏ و الذي 
o a‏ هو MEyo iai jaa‏ من القضاء حا 2 2( ) = + 
ملاحظة : العكس صحيح Cya‏ مجموعة النقط M(x;y;z)‏ من الفضاء التي تحقق ”7 )= ”ر +× حيث 170 هي 
سطح مخروط دوراني رأسه o‏ و قاعدته الدائرة (C)‏ ذات المركز (1 : 0: 1)0 و نصف القطر |k|‏ التي تقع على السطح 
z=1‏ (بوضع 2-1 فإن (R=k‏ 
مقطع ghu‏ مخروط دوراني بمستوي يوازي (x o y)‏ 
لیکن (P)‏ مستوي يوازي (Koy)‏ معادلته z=t‏ حيث 111 © 1 
مقطع المستوي (P)‏ بسطح المخروط الدوراني الذي رأسه O‏ و محوره (OZ)‏ هو : 
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t=0 النقطة (0)0:0:0 إذا كان‎ (a 
† ۶ 0 إذا كان‎ (P) من المستوي‎ HM0:0;t دائرة ذاتالمركز‎ (b 
ليکن‎ 


سلسلة هباج 


© السطح المخروطي الدوراني ذو المعادلة . 22 9= x+y‏ 

1 بين أن تقاطع (C)‏ مع المستوي (P)‏ ذو المعادلة 2 -2 هو دائرة يطلب معادلتها في المستوي (p)‏ و مركزها . 

2 لتكن A‏ نقطة ذات aay‏ (0 :0 : 3) و (Q)‏ المستوي ذو المعادلة 3 - × . أكتب في المعلم (A;J;K)‏ 
للمستوي (Q)‏ معادلة تقاطع (C)‏ مع (Q)‏ 


Jia 3‏ بيانيا هذا التقاطع في مستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
الحل_: 
1 


و هي معاذلة دائرة مركها (0:2 : 1)0 في المستوي ذو المعادلة 2-2 
وانضف قطرها 6= 36 


x=3 
9+ =9 7 


2-3 
Pam 


9 


افئْ 


x=3 
L. sz 
و‎ (Q) تقاطع المستوي‎ : Á 
sss 
3 


(C)‏ هو اتحاد المنحنيين ذو المعادلتين 
2 
الكل = في المستوي (Q)‏ 
2 
الانشاء : بدراسة تغيرات الدالة ` 
Dr= IR‏ 
م += f(x) = lim f(x)‏ 


x—- 6 


: كمايلي‎ f(x)= 


lim 
x> +o 
× من اشارة‎ f'(x)= د‎ 
31019 + 

جدول التغيرات K‏ 


هلها 


E 
+o 


ا 


يكافئ 
3 
ع 
e‏ 
8 
ملاحظة : برسم منحنى الدالة f‏ يمكن استنتاج منحنى الدلة da g‏ 
محور الفواصل (oy)‏ كما يلي : 
5 


- × +9 


g(x) =‏ بالتناظر بالنسبة إلى 
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3 — المجسم المكافئ 
تعريف (1) 

f‏ دالة عددية لمتغيرين في معلم للفضاء . التمثيل البياني لمجموعة النقط M‏ ذات الاحداثيات (X; y; 2١‏ من الفضاء حيث 
z = f(x ; y)‏ يسمى المساحة التي معادلتها z = f(x ; y)‏ 

تعريف (2) 

في الفضاء المنسوب إلى معلم + المساحة التي معادلتها ر + Z= X?‏ تسمى مجسم مكافئ o ngaa‏ (02) 

r= : الانشاء‎ 


نائج : لتكن (S)‏ المساحة التي معادلتها ر + × z=‏ (مجسم مكافئ) à‏ 
)1( مقطع المساحة (S)‏ بالمستوي ذو المعادلة 2 =× أو y=a‏ هو قطع مكافئ محوره يوازي (OZ)‏ 
(2) مقطع المساحة (S)‏ بالمستوي ذو المعادلة 2 >2 هو دائرة مركزها abil‏ (2 : 0 : 1)0 

4 — المجسم الزائدي 

تعريف : 

في الفضاء المنسوب إلى معلم e‏ المساحة (S)‏ التي معادلتها Z= Xy‏ تسمى مجسم زائدي 

نتائج : ليكن (S)‏ مجسم زائدي معادلته Z=xy‏ 

)1( مقطع (S)‏ بالمستوي دو المعادلة x=a‏ أو y=a‏ هو مستقيم 

)2( مقطع (S)‏ بالمستوي ذو المعادلة Z=a‏ هو إما قطع زائد أو اتحاد المستقيمين (ox)‏ و (oy)‏ 
نشاط : 

لتكن (S)‏ المساحة التي معادلتها ”ر + ZEX‏ 

(yoz) j (xoz) أو‎ (xoy) gjs مستويان كل منهما‎ (Q) و‎ (P) 

تقاطع (P)‏ و (Q)‏ مع (E)‏ ممثل في الشكلين التاليين : 
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== 


(S) تقاطع‎ (Q) (S) تقاطع‎ (P) 
(Q) s (P) أكتب المعادلة الممكنة لكل من المستويين‎ 
: =n 
(P) المستوي‎ (a 
× + حيث 4(2) = ر‎ z=) له المعادلة‎ (P) : هو ائرة نصف قطرها 4 إذن‎ (S) ^ (P) حسب الشكل فإن‎ 
x+y =16 أي‎ 


2-16 مئة‎ x +y =z له المعادلة‎ (S) لكن‎ 

نتيجة : معادلة المستوي (P)‏ هي 2-16 (يوازي (oy)‏ 

(Q) المستوي‎ (b 

حسب الشكل فإن (S)‏ © (0) هو قطع مكافئ إذن معادلة المستوي (Q)‏ هي إما y=k‏ أو x=k‏ 
من أجل )= ل نحصل على : i‏ 


ا 
z=x +k >‏ 
ين y=k‏ 
k=+ zx 1‏ 
أي : 
Tk‏ 
حسب الشكل فإن ذروة القطع المكافئ تحقق 4 -2 متة k=+2‏ 
من أجل )=× نحصل على : ”ر + z=x‏ 
REK‏ 
z=) + I‏ 
$ 
i‏ 
k=+, z-y i‏ 
x=k $‏ 
حسب الشكل فإن ذروة القطع المكافئ تحقق 4 > 2 مته k=+2‏ 


نتيجة : المعادلات الممكنة للمستوي (Q)‏ هي : 
y=-2 + y52 4 <-2 x=2‏ 
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حلول تمارين الكتاب المدرسي 


في كل التمارين ننسب الفضاء إلى معلم متعامد و متجانس OTT‏ 

1  نيرمتلا‎ 

1 — أكتب معادلة لسطح الأسطوانة التي محورها (0z)‏ و الذي يشمل النقطة )5 2 - : AG‏ 

2 — هل هذا السطح يشمل النقطة (1-:8)1:20/3 

3- هل هذا السطح يشمل ال قطة C(CN7;:2;0)‏ 

4 - هل هذا السطح يشمل الاقطة V5)‏ :202 :720/5 

الحل - 1 

1 — السطح الأسطواني محوره (02) إذن معادلته من الشكل )= ”ر + ”× k dya‏ هو نصف قطر قاعدته 


بما أن النقطة (5 ; 2 - : ۸)3 تنتمي إلى السطح فإن : )= (2-) +”(3) 


اي PEB‏ 
تقيجة : معادلة السطح الأسطواني المطلوبة هي : 2+13 
T y fasl‏ 
Ee‏ إذن : 13= x+y‏ 


منه : النقطة )1 : 2013 : 8)1 تنتمي إلى السطح . 
إذن : 7+4-11- x+y‏ 

إذن ٠‏ النقطة (017:2:0-)© لا تنتمي إلى السطح . 
إذن : 8=13 + 5= x+y‏ 

منه : النقطة ( 5 :2 2 ;0)5 تنتمي إلى السطح . 


x=-V7 E 


2= ر 


= G 
1 š 
2  نيرمتلا‎ 
x=-4 الذي معادلته‎ (A) آكتب معادلة السطح الأسطواني الذي محوره (02) و يشمل المستقيم‎ 
Es 7 2 2 لعل‎ 
k +y —K' isa; طح الأنطواني محوره(02) إذن‎ 
26 1 
الست حمل اق و المعادلة ° فإن كل النقط ذات الاحداثيات (2 : ذ : 4 -) تحقق معادلة السطح‎ 
لون‎ | 
(4) + GJ =k E 
k’ =25 
× + اتتيجة : معادلة السطح الأسطراني هي 25= ”ر‎ 
3 بن‎ 
x=cost نقطة من الفضاء حيث‎ M(x;y;z) تكن‎ 
teIR أ حيث‎ y=sint 

fz: 
1 و نصف قطر قاعدته‎ (0z) محوره‎ (C) تقع على سطح أسطواني‎ M بين أن النقط‎ 1 
$ (C) هي السطح الأسطواني‎ IR مجموعة الأعداد الحقيقية‎ t لما يمسح‎ M(x; y ; z) هل مجموعة النقط‎ 2 
3 = الكل‎ 


— معادلة النطح الأسطواني (C)‏ الذي محوره (02) و نصف.قطرءقاعدته ] .تكتب من الشكل : s‏ 
ZE‏ 
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x2+y2=cos?2t+sin2t=1 as ls 
ME (Oê: o SY] sint 
(C) نقطة من السطح‎ N(x;y;z) لتكن‎ 2 
x+y =1 : إذن‎ 


3 اا 
T=]‏ 
أي : ET‏ 
y <1‏ 1$- 


إذن : 1 5 1 
إذن : يوجد على الأقل teIR‏ حيث sint=y‏ أو cost=y‏ 


1 أو‎ sin = x 
F1;1] يتغيران على المجال‎ y و‎ x OË IR يتغير في‎ t منه لما‎ 
M جزء من مجموعة النقط‎ (C) : إذن‎ 
(C) هي السطح الأسطواني‎ M فإن مجموعة النقط‎ IR نتيجة : لما 1 يمسح‎ 
4 — التمرين‎ 
A(1;2;3) و يشمل النقطة‎ (oz) هو السطح الأسطواني الذي محوره‎ )© 
(C) ghadi عين معادلة‎ 1 
: بالمستويات التي معادلاتها‎ (C) ميز مقاطع السطح‎ 2 
z=-4 (c 5-8 (b x=2 (a 
4 الحل ب‎ 
×+ 2=) إذن معادلته‎ (oz) محوره‎ (C) السطح الأسطواني‎ 1 
07*27 =) : إن‎ AE) 
k=5 : منه‎ 
, x+y = 5 : هي‎ (C) نتيجة : معادلة السطح‎ 
× =2 المستوي ذو المعادلة‎ (P) ليكن‎ (a 2 


4+ ر‎ = TT 
pi T x= 2 


2 
rL E a 


نتيجة : تقاطع (C)‏ و المستوي (P)‏ نو المعادلة 2= × هو اتحاد المستقيمين ذو التمثيلين الوسيطيين : 


x=2 Kas 2 
LEIR حت‎ fyi 3 0 
Z= t z=t 


y=-3 المستوي ذو المعادلة‎ (Q) ليكن‎ (b 
a= E x+y =5 
ستحیل‎ Í as Poy 
=-3 ذو المعادلة‎ (Q) لا يقطع المستوي‎ (C) نتيجة : السطح‎ 
2 - - 4 المستوي ذو المعادلة‎ (R) ليكن‎ (c 


= 2 
taa‏ إذن : تقاطع السطح (C)‏ و المنتوي (R)‏ هي الدائرة التي مركزها )4-;0;0( 
و نصف قطرها 5| من المستوي (R)‏ ذو المعادلة Z=-4‏ 

التمرين — 5 
(O‏ هو السطح المخرّوطي الذوراني الذي رأسه O‏ و محوره (02) و الذي يشمل النقطة A(1;2;3)‏ 
1 عين معادلة للسطح (C)‏ 
2 — ميز مقاطع السطح (C)‏ بالمستويات التي معادلاتها : 

x=y. (€ 2-2-2-5 2-1 (a 
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E 
×+ إذن له المعادلة 1222 - ”ر‎ o سطح مخروط دوراني محوره (02) و رأسه‎ (C)— 1 
(0) + 2(7” =£ G : إنن‎ A € )6© 
)7=5/9 an 9) =5 أي‎ 
+= : نتيجة : معادلة السطح (©) هي‎ 
المستوي :و المعادلة‎ (P) ليكن‎ (a 2 
TE. A 
یکافےء‎ Xy = E 
es NE 9 
(P) هي الدائرة التي مركزها (1 : 0 : 0) و نصف قطرها كلا من المستوي‎ )©( ^ (P) : إذن‎ 
3 z= - 2 المستوي ذو المعادلة‎ (Q) ليكن‎ (b 


2 5 ا‎ 5 2 
x+y = 2 (4) PPTA x +y = = z 


ال + 
يكافئ := 
إذن : (C) ^ (Q)‏ هي الدائرة التي مركزها )2-;0;0( و نصف قطرها = من المستوي (Q)‏ 


X=y المستوي ذو المعادلة‎ (m) ليكن‎ (c 


5 


x=t|=— 


yam 
z = t 


b >s 
W=2T-R : حيث‎ T شعاع توجيهه‎ o هو المستقيم الذي يمر بالمبدأ‎ (D) 

ليكن (C)‏ سطح المخروط الدوراني الذي محوره (02) و يحوي المستقيم (D)‏ 

1 - عين معادلة السطح (C)‏ 

2 عين العدد الحقيقي الموجب a‏ حتى يكون مقطع (C)‏ بالمستوي الذي معادلته 2-2 هو دائرة cia (D)‏ 


-سلسلة هباج 


قطرها 2 حيث يطلب احداثيات مركزها . 


-1 
x= 2 
t © IR حيث‎ Ë": 
= 

×2 + إذن له المعادلة : 22 = ر‎ (oz) سطح مخروطي ذوراتي محوره‎ (C) 

QO + )0(2 =) 0” oB :)©( في‎ s ë= (D) أن-‎ Lo 

أي : =4 
إذن 7 k=‏ 

نتيجة : معادلة السطح (C)‏ هي 42 + x‏ 
2 ليكن (T)‏ المستوي ذو المعادلة z=a‏ حيث 4<0 

لح سر يكافئ paran‏ 

Z= z=a 

إذن : (m) (C)‏ هو الدائرة التي مركزها (0;0;a)‏ و نضف قطرها 2|a|‏ من المستوي (m)‏ 

نتيجة : يكون (m) ۸ (C)‏ دائرۃ نصفاقطرھا 2 إذا و فقط إذا كان 21-2 أي 22-2 لأن a>0‏ 
م 28-1 

إذن : (T)‏ مركزها 0:15 1)0 من أجل +81 
التمرين =7 
(P)‏ و (Q)‏ مستويان معادلاتهما على الترتيب 22=0- x+yN3‏ و 2-2-0 
1 أثبت أن (P)‏ و (Q)‏ ليسا متوازيان ٠‏ 
2 أكتب تمثيلا وسيطيا للمستقيم (D)‏ تقاطع المستويين (P)‏ و (Q)‏ 
3 ليكن (H)‏ سطح المخروط الدوراني الذي محوره (ox)‏ و يشمل المستقيم (D)‏ كمولد 
بين أن معادلة (11) هي : × 7= 2+ y‏ 
4 إليك الشكلين التاليين الممثلين لتقاطع (H)‏ مع مستويات موازية لمحاور الاحداثيات . 


>l 


الشكل )1( ' الشكل )2( 
عين في كل حالة من الحالتين معادلة للمستويات الممكنة : 
5 بين أن المعادلة [3]7 = ”× ذات المجهول الصحيح x‏ لا تقبل حلولا في Z‏ 
6 بين صحة الخاصية التالية : لكل عددين صحيحين 4 و o b‏ إذا كان 7 يقسم a+b?‏ 
فإن 7 يقسم a‏ و 7 يقسم b‏ 
7ه > c > b‏ أعداد صحيحة غير معدومة . 
بين أنه إذا كانت © 5 ;۸)4 نقطة من (H)‏ فإن الأعداد b ¿ a‏ ء © مضاعفات العدد 7 


1 
]= ]| سایس سوي 
2- 
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سلسلة هباج t‏ 


منه المستويان (P)‏ و (Q)‏ ليسا متوازيان 
ون sas, s Gea 2z=0‏ 2000-0 - 3] 


x 
z 3 2x—z=0 
yB =3x 
= z=2 x 
y 
z 


A = E 
. ليسا متوازيان‎ V و‎ u: إذن‎ T 


يكافئ 


نتيجة : المستقيم (D)‏ له التمثيل الوسيطي التالي : Ë:‏ 


(H) —‏ سطح المخروط الدوراني ذو انمحور (ox)‏ إذن (H)‏ له المعادلة y'+2=k'‏ حيث ke R‏ 
الك GD s ai‏ إذن : كل نقطة من (D)‏ تحقق معادلة (H)‏ = 
kx‏ 2) + )3( 
TO? ral‏ 
آي k=7‏ 
نتيجة : معادلة (H)‏ هي : × 7= 2 + ر 
— الشكل (1) : تقاطع (H)‏ مع المستوي هو دائرة إذن : المستوي موازي ل (yoz)‏ و معادلته من الشكل. =k‏ × حيث 
k#0‏ 
الشكل (2) : تقاطع (H)‏ مع المستوي هو قطع زائد إذن المستوي موازي لأحد المستويين (xoy)‏ أو (xoz)‏ و 
معادلته إما y=k‏ أو z=k‏ حيث 170 
E‏ 


ARACEAE‏ جرم كا 
y Ep AN RAS ES sn RENE NBI‏ 
نتيجة : من أجل كل se‏ صحيح x‏ فإن [3]7 # × 
إذن : المعادلة [3]7 = × لا تقبل حلولا في 2 
6 ليكن a‏ و b‏ عددين صحيحين . 
حسب السؤال 5 فإن : 
82-07 أو [221]7ه أو [2]7= a‏ أو a2=4[7]‏ 
و -[0]7 >2 اود j b'=2] j b?'=4[7]‏ ]4[7= 


منه الحالات الممكنة التالية : 
EN 4‏ لكان NRO‏ 6 


a” = %[7] 
0 


1 1 
2 2 
4 4 


نمادء |o‏ 
t‏ الت 
+ أي الوا 


نتيجة : يكون a2+b2=0[7]‏ إذا فقط إذا كان a2=0[7]‏ و [0]7 = ”ط 
و حسب السؤال )5( فإن a2=0[7]‏ يكافئ ]0[7= a‏ و b'=0[7]‏ يكافئ b=0[7]‏ 


a= 017[ 52-0 
a 0[7] < 0 
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سلسلة هباج 


4.7 نقطة من (H)‏ 53 احداثياتها تحقق المعادلة × 7= 2 + ر 
أي : b7 + e = 7 a2‏ 
b +2 =0]7[ š‏ 


إذن : ا حلت السوال,(6) 


c=0[7] 
أعداد شحيحة‎ m و‎ n ea jb=7n أي‎ 
c=7m 
(n + )7 m) و27‎ SS تحتل على‎ (yh Ama yel 
7n +7m =a : أي‎ 
7(n? + m?) = a2 zial 


إذن ٠:‏ 7 يقسم a‏ 
منه : [0]7 =4 حسب السؤال 5 
أي a=7q‏ 
نتيجة : إذا كانت A(a;b;c)‏ نقطة من (H)‏ فإن : a=0[7]‏ و c=0[7] sb=0[7]‏ 
ارا 
لتكن النقط )5;5 B(0;0;10) s A(0;‏ 
نسمي )7( المستوي الذي معادلته x=0‏ و لتکن (C)‏ دائرة من (m)‏ مركزها B‏ و تشمل ۸ 
1 — بين أن المستقيم (OA)‏ مماس للدائرة (C)‏ 
نسمي (S)‏ الكرة الناتجة عن دوران.(©) حول المحور (oz)‏ 
نسمي (T)‏ سطح المخروط الدوراني الناتج عن دوران (OA)‏ حول المحور (oz)‏ 
2 بين أن معادلة (T)‏ هي x+y =z‏ 
3 عين تقاطع (T)‏ و (S)‏ يطلب الطبيعة الهندسية و العناصر المميزة 
4 أحد الأشكال التالية يمثل تقاطع (1) مع مستوي معادلته 1= × أي هذه الأشكال مناسب ؟ 


o 


الشكل (1) الشكل (2) الشكل (3) 


0 0 
AB 5| + OAs Mi 
5 5 
OA LAB : o3 OAL AB =0-5(5)+ 5(5) =0 : لدينا‎ 


لدينا (04) و (AB)‏ متعامدان إذن : المستقيم. (OA)‏ هو مماس للدائرة š: (C)‏ 
(I) — 2‏ مخروط دوراني .کر رة (02) إذن : معادلة (T)‏ هي 222[ - x+y‏ حيث 1ع k‏ 
A € (D‏ إذن : )5( k?‏ = )5( + )0( 
آي:: 2 25= 25 
منه : k2=1‏ 
نتيجة : معادلة (1) هي : 2 انر غير 
3 - لنعين معادلة سطح الكرة (S)‏ : 
هت لق 0+25+25-050- قله 


(x - 0) + (y-0) + ج)‎ - 10(2- ) 2 : (S) هنه مكاذلة‎ 


سلسلة هباج 


x +y + 22-202+100-0 : أي‎ 
x +y +22-202+50-0 : أي‎ 
: إذن‎ (T) و‎ (S) نقطة مشتركة بين‎ M(x;y; z) التقاطع : لتكن‎ 
×2 + د +2 يكافئ 2ح ر‎ 2 
Z2+2—20z+50=0 ` (xX +y +z-20z+50=0 
2 zz 
x +y = 2 e 
درا‎ ss = ë 
x + 2و‎ = sas, 
22-102+ 25-0 
x +y =Z يكافئ‎ 
)z-5 =0 
+= 2 يكافئ‎ 
z—5=0 
a يكافئ‎ 
و‎ Origi uqta 2375ل‎ Sus; 
نتف قظرها لس‎ ZTS 


نتيجة : (T)‏ و (S)‏ يتقلطعان في دائرة مركزها (5 ;0 : 0) و نصف قطرها 5 من المستوي ذو المعادلة 5= 
4 لنبحث تحليليا عن تقاط (T)‏ و المستوي ذو المعادلة 1= × 
x=. x=1‏ 
Z‏ مر يكذ fb.‏ 
š z z =1‏ 
يكانئ 3 معادلة قطع زائد في المستوي ذو المعادلة X=]‏ 
ب ووو ادم ناريا 
قتيجة : الشكل المناسب هو الشكل )3( 
٠ a‏ 
لتكن (S)‏ المساحة التي معادلتها z=Íf(x;y)‏ 
من أجل كل عدد حقيقي k‏ تقاطع (S)‏ مع المستوي ذو المعادلة )=< هو المستقيم الذي يشمل A(0;1-k;k)‏ و 
1 
0 
عين معادلة ديكارتية ل (S)‏ 
العمل _ 9 
لتبحث عن التمثيل الوسيطي للمستقيم الذي يشمل (1 : 1-1 ;4)0 و Ú‏ شعاع توجيه له كد ايلي : 


x-0‏ يك 
التكن M(x;y; z)‏ نقطة o‏ : 20 
z=k‏ 


z-k=0 
: fy) لنبحث الأن عن عبارة‎ 
fx;y)=k : إذن‎ a 
zak 
y بدلالة × و‎ k عن عبارة‎ das ققيجة : يكفي أن‎ 
3x=3t 
الدينا‎ 
° o, : إذن‎ a telek d 


x=+ zi 
teIR se 231 يكافئ‎ [iss : نه‎ 
z=k 


سلسلة هباج 


منه : 1+ 36-1- 3-3-3 


3x—y=-1+k sl 
k=3x-y+1 Fea 
fx; y)=3x-y+1 : نتيجة‎ 
z=3x-y+] : هي‎ (S) منه معادلة‎ 
عبارة عن مستوي معادلته | 0= 7+1 ر-×3‎ (S) : ملاحظة‎ 


الت — 10 

لتكن (S)‏ مساحة معادلتها × - 2 

1 - عين مقطع (S)‏ بالمستويات الموازية ل (woy)‏ 

2 عين (S) ghi‏ بالمستويات الموازية ل (xoz)‏ 

الحل ب 10 

1 ليكن (m)‏ مستوي موازي ل (xoy)‏ إذن ahe‏ 2-1 حيث 11 © ! 


x =k e z=% 
oe oS = 
: نميز الحالات التالية‎ 
)5( © (z) > © : لا تقبل حلولا إذن‎ (D الجملة‎ K >0 : الأولى‎ 


as تكافئ‎ (D الثانية : 0= الجملة‎ 
la 


EO r 
Ma = 
x=0 
telR حيث‎ pz: هو المستقيم الذي تمثيله الوسيطي‎ )5( ۸ (m) : إذن‎ 
2-0 


E ¿SS (D الثالثة : 0 < الجملة‎ 


Z= k 
x=-Nk i fx=Vk » تكاف‎ 
z=k 7 lz=k $ 


0 و te IR à&a Ë:‏ 
AE‏ 
2 ليكن (Q)‏ المستوي الموازي ل (xoz)‏ إذن معادلته )= ر 


y=k من المستوي ذو المعادلة‎ z= × هو القطع المكافئ الذي معادلته‎ )5( © (Q) : إذن‎ E 


لتكن (S)‏ المساحة التي معادلتها ر ×+ * - 2 
1 بين أن مقطع (S)‏ بالمستوي ذو المعادلة 0 -2 هو اتحاد مستقيمين يطلب تعيينهما . 
2 أدرس مقاطع (S)‏ بالمستوي الذي معادلته z=k‏ حيث *118 € k‏ 


2 2 ا‎ 
x +xy=0 يكافئ‎ ZEK +X E 
2-0 i z=0 
×) +3(-0 as, 
2-0 Ë 

xty=0 J KO k 

L: 2 z=0 = 


y=-x j 2-0259 
x š r? EE 
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ass]. K0 

ter se [yz أو‎ s: يكافئ‎ 
220 z =Ü 
Z= 


نتيجة : تقاطع (S)‏ و المستوي ذو المعادلة 0 Z=‏ هو اتحاد المستقيمين اللذين تمتيلاهما الؤسيطيين 


x=0‏ عع 
EE‏ و s:‏ حيث telR‏ 
2-0 


2 ليكن )7( المستوي ذو المعادلة 0 z=‏ حيث k € IR*‏ 
° يكافئ Eao‏ 


z=k z=k 
— eR 
X x=0 
y= 2 أو‎ k=0 يكافئ‎ 
z=k Z=% 
x#0 
2 
k +0: يكافئ لان‎ 
z= 
2 
ج‎ - k  ةلذاعملا هو المنحنى ذو المعادلة کک ر في المستوي ذو‎ )5( © (m) : 222 


12 û 

تبر المساحة (S)‏ التي معادلتها ‏ ||| z=‏ 

لتب معادلة مستوي التناظر ل (S)‏ 

12 — N 

z=|Ix-y| o3 (S) نقطة من‎ M(xX;y;z) ن‎ 
Jx-yl=\ly=xl 


تن : التقطة (|»- رآ | M(y:x‏ تنتمي إلى O‏ 

23 أن النقطتين M‏ و M'‏ متناظرتين بالنسبة إلى المستوي (m)‏ الذي معادلته xX-y=0‏ 
1 

(m) هو شعاع ناظسي ل‎ af nt 


EE EL sp 
MM'| x-y] أي‎ MM sy E 


ly x1 -Îx=yi 


=l ها‎ 0-0 0) 
MM'|-1 إذن‎ MM'| (y -x) x (-1) 
0 sees (y —x) x (0) 


ققيجة : MM'‏ شعاع ناطمي ل (z)‏ أي MM:‏ عمودي على (m)‏ 
كن w‏ منقصف القطعة [MM]‏ إذن : 


2 D EAIN 2 
$ 5 
hora _ =0 لان‎ we(m) : هن‎ 


(تحقق معادلة المستوي (GO‏ 
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KEY و‎ x ty. =y!) أي‎ . [=> REY delala 
2 


سلسلة هياج 


(G) شعاع ناظمي ل‎ MM: 
G) تنتمي إلى‎ MM] خلاصة : [منتصف‎ 


إذن : M'‏ هي نظيرة M‏ بالنسبة إلى (m)‏ 
منه : المستوي (m)‏ ذو المع'دلة 0= ر-× هو مستوي تناظر ل (S)‏ 
B-a‏ 
لتكن f‏ دالة عددية للمتغيرين الحقيقيين X‏ و y‏ معرفة كما يلي : 
3+ *» ×=( ;)۴ حيث e‏ هو أساس اللوغاريتم النيبيري 
لتكن (S)‏ المساحة التي معدلتها z=f(x;y)‏ 
1 بين أن (S)‏ تقبل المد توي ذو المعادلة 0= ر كمستوي تناظر . 
2 لتكن ع الدالة المعرفة ب (0 :12 = (×)ع 
أدرس تغيرات الدالة g‏ ثم استنتج القيمة الحدية العظمى ل (S)‏ 
J‏ — 13 
1 ليكن (m)‏ المستوي الذي معادلته 0 > تق 2 
لتكن M(x; y; z)‏ نقطة من المساحة-(8) إذن : 3+ Y‏ ”ع بر - 2 
لدينا نظيرة M‏ ببالنسبة إلى المستوي (m)‏ هي M'(x;-y;z)‏ 
أي )3+ e‏ عر M(x jy‏ 
منه M'e (S)‏ ٳذن : (m)‏ هو مستوي تناظر ل (S)‏ 
2 تغيرات الدالة ع : 1 
Rx; 0(‏ ممع ¿aS‏ 3+ 6 ×= ريمع 
يكافئ 3+ »ع - ومع 


IR معرفة على‎ g 
lm g@)=lim xe” +3=3 
LS = OD: X—-o 
lim g(x)=lim xe +3=3 
x +0 × ج‎ + 0 


2 - ملكت ع e-2 x2‏ = ومع 
1 1 
x ikos E Ë +o‏ 


منه جدول تغيرات الدالة ع : 


Ë E 5‏ 
= 2 8 
T N2 2e‏ 
نتيجة : الدالة g‏ تقبل قيمة حدية عظمى على المجال IR‏ من أجل ل =× و قيمتها ك +3 
2 026 
(S) a‏ تل a‏ تا 2 لكل 21 


— 
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منه يكون z‏ أكبر ما يسكن من أجل y=0‏ (بدزاسة:الدالة, Pe%‏ 
أي z= F3‏ 
26 

خلاصة : (S)‏ تبلغ قيمة حدرة عظمى عند النقطة )3+ 1 
التمرين ‏ 14 
لتكن A‏ نقطة احداثياتها (0 ;3 ;1) 
نعتبر (S)‏ المساحة التي معادلتها ‏ *(2-3) +*(2-1) -2 
1 أكتب معادلة (S)‏ في لملم (A;T;J;R)‏ 
2 استنتج طبيعة (5) و عناصرها المميزة . 
الحل ‏ 14 
fyny- o=]‏ 


Y=y-3 
ا‎ 
Z=X°+Y2 : في المعلم 7:7:10: 4) هي‎ (s) إذن : معادلة‎ 
هي مجسم مكافئ محوره المستقيم الموازي للمحور (02) و الذي يشمل‎ (S) : لها المعادلة ۷ + ”× =7 إذن‎ (S) —2 
۸)1 ; 3; 0( النقطة‎ 
15  نيرعتلا‎ 
1)2:3( > حيث |2<- راما‎ f تعتبر الدالة‎ 
غير معرفة‎ f حتى تكون من أجلها‎ IR? من‎ (x;y) عين الثنائيات‎ 1 
z=Íf(x;y) المساحة التي معادلتها‎ (S) لتكن‎ 2 
ke IR* ġa z=) مع المستوي ذو المعادلة‎ (S) أدرس مقاطع المساحة‎ 
15  لمحلا‎ 
0=×-ل‎ iG غير معرفة‎ 1-1 
-لز‎ «2  ئفاكي‎ 
× € IR حيث‎ (K;x2) غير معرفة من أجل كل الثنائيات من الشكل‎ f : ققيجة‎ 
ke R* da z=k المستوي الذي معادلته‎ (z) ليكن‎ — 2 


z= In|y-x?| 
fzr 


y#x 


(S) A (m) :‏ هو اتحاد المنحنيين اللذين معادلاتاهما “ع + ×= ر و y=x -e‏ من المستوي Z=k‏ 
التمرين —16 
التكن (T)‏ المساحة التي معادلتها x S1 ë z=yx‏ ك1 و 1ك -1<y‏ 
(a — 1‏ تحقق أن إذا كانت M(x;y;z)‏ نقطة من (T)‏ قإن .(2; ز× N)‏ نقطة من (T)‏ 

ثم استنتج مستوي تناظر ل (T)‏ 


سلسلة هباج 


ط) بين أن النقطة O(0;0;0)‏ مركز تناظر ل (T)‏ 
(a 2‏ ما هي طبيعة منحنيات تقاطع (T)‏ مع المستويات الموازية ل (xoz)‏ 
(b‏ ما هي طبيعة منحنيت تقاطع (T)‏ مع المستويات الموازية ل (yoz)‏ 
(a — 3‏ عين تقاطع (T)‏ مع المستوي ذو المعادلة 0 - 2 
(b‏ من أجل k>0‏ نضع K‏ النقطة التي احداثياتها (0;0;k)‏ 
عين في المعلم (k;T;D‏ معادلة منحنى التقاطع بين (T)‏ و المستوي الذي معادلته z=k‏ حيث k>0‏ 


161 الكل‎ 
Sx SI 
ا‎ o (T) säkä M(x;y;z) @-1 
z=yx 
Hensia e a الحم‎ 
إذر‎ = OG s 24. ¿eq 
E Ed SR لعن‎ 


من جه اکر yC X) =× Z‏ 
إذن : z(‏ ;ر :× N)‏ تنتمي إلى T‏ 
نتيجة : المستوي ذو المعادلة 0= × هو مستوي تناظر للمساحة (S)‏ 
(b‏ لتكن M; y; z)‏ نقطة من (T)‏ : 1ك × > 1- 
[as‏ 
z=yx‏ 


1. £ TS <a 
y Hirs 


09 17 2 eolo 
(T) نتيجة : النقطة (2 - : لإ - ;× )× تنتمي إلى‎ 
(T) هي مركز تناظر ل‎ O(0;0;0) منه النقطة‎ 
) حيث 11 »ء‎ y=k المستوي الموازي ل (2 0 <) معادلته‎ (m) ليكن‎ )8 - 2 


i 
^ IA 
APA; 
< x 


z=kx z=yx? 
JaK BECA -I< x <1 
-I< x <1 T3 =l < y < 
"Soy 1 y =k 


مناقشة : 

E ( (^ (T) =@ ¿ë ke]-co;-1[ U ]1 ; + إذا كان ]هه‎ 

إذا كان [1: 1-] ke‏ فإن (m) 0 (T)‏ هو المنحنى الذي معادلته Do‏ 0 من المستوي ذو المعادلة )= ل 
(b‏ لیکن (Q)‏ المشتوي المؤازي ك- TSE Biel == las (yoz)‏ 


z=ky z=yx? 
-k< x < 1 يكافئ‎ 1-5-1 
-I<y<1 -I<y<1 
x=k x=k 
: مناقشة‎ 
x=k (D o(Q) =2 فإن‎ ke]eo;-I[U]1;+ceo[ إذا كان‎ 
EE aaa فإن (0) 1(26) هو القطعة المستقيمة ذات التمثيل الوسيطي‎ k € ]-1:1[ إذا کان‎ 
EÊ 2 > 0 المستوي ذو المعادلة‎ (P) ليكن‎ 3 
z= ر‎ × 
yx =0 l -1< x <1 
dexi يكاي‎ ey 1 
21557 <1 E 
Z= 
y=0 € 
fzo يكافئ =[ أو‎ 
FIS x > 1 ESAS 


سلسلة هباج 
نتيجة : (P)‏ 0 (1) هو اتحاد القطعتين المستقيمتين المعرفتين بالتمثيلين الوسيطيين 


2-0 2-1 
2-0 و 0= رل حيث [1:1-] t€‏ 
y=t‏ 2-0 


k>0 حيث‎ z=k المستوي الذي معادلته‎ (R) ليكن‎ (b 


k=yx z=yx 
Tsx <1 8 > S x S1 
يكافئ‎ 
-1>3 >1 = -I<y<1 
z=k;k>0 z=k; k>0 
k= yx 
-I< x <1 يكافئ‎ 
0> 1 >1 
z=k;k>0 
Y= 
ERE 
r 
-1 > × <l; يكافئن 0ع‎ 
0> 2> 1 
z=k;k>0 
) “ua (R) و المستوي‎ (T) ققيجة : معادلة تقاطع‎ 
ax. 
sta xs s: x Ó 
0<y s1 


لندرس تغيرات الدالة L1‏ =0 على المجال [1 : 1-] K<0 o=‏ 


2± دون 
f) 1‏ 
0 
— 
+ 0 - 
1/k‏ 
Fa‏ 
nA‏ 
Tai EE‏ يكافي kzl‏ لأن k>0‏ 
منه النتائج التالية : 
1 إذا كان K<1‏ فإن (T) (R)‏ هو قوس من المستوي (R)‏ 
R E‏ 
ا 
معادلته Ë: × <l; x=0‏ رأساه Kk) + A(1 : 1/k;K)‏ : 1/6 : 8)1 باستثناء k) kan‏ ; 0 ; 1600 
y <1‏ <0 


2 ذا کان O<k<1‏ فن -a‏ 


إذن : جدول تغيرات الدالة f‏ يصبح : 


Ill 


سلسلة هباج 


SESE 
fœ | “ipe s= 0 E? 
Ik 5 ' 1k 
f(x) 1 aeea 
أ صر مسيم‎ 


في هذه الحالة (T) (R)‏ هو قوس من المستوي (R)‏ ا 


y= 12 


=s k 
K(0;0;k) ماعدا النقطة‎ ET 
0<y s1 

التمرين —17 

Ae 1۸* ¿a ×” + ”ر‎ =A? z? هو سطح المخروط الدوراني الذي معادلته‎ (C) 

۾ عدد حقيقي . نسمي X,‏ مقطع (C)‏ بالمستوي (Pa)‏ الذي معادلته x=a‏ 

و نسمي A‏ النقطة التي احداثياتها (0 ;0 ;4) 

1 بين أن 20 هو اتحاد مستقيمين (Di)‏ و (D)‏ شعاعا توجيههما 16+[ 2= ان K s‏ 

M — 2‏ نقطة من المستوي (Pa)‏ احداثياها (y;2)‏ في المعلم (AT;‏ و (2 (Y;‏ في المعلم (A;ur;u)‏ 
بين أن y=AY+)AZ‏ و z=Y-Z‏ 

3 - استنتج أن من أجل atO‏ فإن X.‏ في المعلم A)‏ ; الا (A;‏ له المعادلة : 


Y= Z‏ حيث cyi c‏ حقيقي غير معدوم 
الحلا 
1 من أجل 0= 4 فإن نقط المقطع 30 هي حلول الجملة : 


y Ez as e 


x=0 x=0 
ter حت‎ za أو‎ frn يكافئ‎ 
53“ z=t 
s == lš 


نتيجة : Zo‏ هو اتحاد المستايمين اللذين تمثيلاهما الوسيطيين هما 
s 0) 000‏ 
ni A‏ 0 ا 
1 1 
أي ج > = Su‏ 
ي n =-Xj+K TB =ol-Aj+k‏ 


بما أن -T‏ هو أيضا شعاع توجيه -m/m OV‏ فإن (Di)‏ و (D2)‏ لهما أشعة ااتوجيه التالية 
u=, Jj kus at= x t‏ 
AM=yf+zĚ a ea 0-2‏ في المعلم ATS‏ ] 
+Z‏ 2 لا = AM‏ في المعلم (:1: ا : 4( 
نعوض إلا و دنا بدلالة P‏ و R‏ فنحصل على مايلي : 
ج20 + روزملا AM=‏ 


x=0 x=0 
و 2 إذن شعاعي توجيههما على الترتيب‎ frin 


227-72 +378 12د 
=(YA+ZX2)J+(Y-Z)É‏ 
: 150 


— = 
AM=yj+zk لك‎ 
بالمطابقة نحصل على : ` لوطه‎ 
2-3-7 
2407 Jal من‎ Er لنبحث عن‎ 3 
s as T 
x =a; =g 
E ID 
x=a a 
ENY EIN Y Z SA SR YIN YT 


يكافئ 


يكافئ 


يكافئ 


نتيجة : في المعلم Ea (A; U; U)‏ له المعادلة c dya Y=‏ و a‏ أعداد حقيقية غير معدومة . 
التمرين -18 
(D)‏ و (T)‏ مستقيمان متدامدان و ليسا من نفس المستوي حيث (D)‏ يشمل النقطة (1 : 0 ;۸)0 
و TTET‏ هو شعاع توجيه له . 
و (T)‏ يشمل النقطة (1- : 0 : 8)0 و 7-7-7 شعاع توجيه له . 
1 - تحقق أن (D)‏ و (T)‏ متعامدان و أنهما ليس من نفس المستوي فعلا 
2 لتكن < مجموغة نقط الفضاء المتساوية البعد عن (D)‏ و (T)‏ 
تحقق أن O‏ تنتمي إلى < 
3- لتكن M(x;y;z)‏ ذقطة من الفضاء 
(a‏ أحسب بعد النقطة M‏ عند (D)‏ و (T)‏ 
(b‏ استنتج أن M‏ تنتمي إلى Z‏ إذا و فقط إذا كان 0 22+ :3< 
(c‏ استنتج تقاطع D‏ مع المستويات العمودية على (AB)‏ 
(d‏ أدرس تقاطع = مع المستويات العمودية على المحور (0T)‏ ثم المحور OD‏ 
الحل = 18 


T 1‏ 
Ù J E‏ شعاع توجيه ل (D)‏ و f]‏ شعاع توجيه ل (1) 
0 0 
0= 0.=1-1۳0 إذن : ú‏ و۷ متعامذان 
منه : (D)‏ عمودي على (T)‏ 
لنعين التمثيل الوسيطي لكل من (D)‏ و (T)‏ 


xe t x-0=t 
(D) هو تمثيل وسيطي ل‎ te IR حيث‎ pz منه‎ 2 


گار 
x=k x-0=k‏ 
as‏ منه = k e IR‏ هو تمثيل وسيطي ل (T)‏ 


نتيجة : لا توجد أي نقطة مشتركة بين (D)‏ و (T)‏ لأن نقط المستقيم (D)‏ لها راقم z=1‏ 
as‏ الست( ليا رفم zo‏ 


و (T)‏ متعامدان pa Ly‏ 5 
- 05 م رط إذن : (D)‏ و (T)‏ ليسا من نفس المستوي 
2 لتقن — مسقط النقطة © على المستقيم (D)‏ حيث H(t;t;1)‏ 
K 1‏ مسقط النقطة O‏ على المستقيم (T)‏ حيث K(k;-k;-1)‏ 
T.OH=0 : 0‏ 
يكافئ >= > 
o, v LOK‏ 
1(D) + 0(1) =0‏ + 1(0 
a‏ 
Bra a‏ 
وكات T‏ 
t=0 ac,‏ 
o ns‏ 
نتيجة : K(0;0;-1) s H(0;0;1)‏ 
من : OK=[0+0+1=1 3 OH=JO+0+1=1‏ 
إذن : بعد النقطة O‏ عن كل من المستقيمين (D)‏ و (T)‏ هو 1 
إذن : O‏ تنتمي إلى < (نفس البعد عن (D)‏ و عن (T)‏ 
3 لتكن M(x;y;z)‏ 
)1 :104:1 المسقط العمودي ل- M‏ على  )0(‏ حيث ‏ عدد حقيقي 
ا المسقط العمودي ل M‏ على (T)‏ حيث 1 عدد حقيقي 


Sk = Yt 
PM|y+k 3: CNMIy=t 
g ot 2-1 


[FIM‏ م 
TIEMEO LIP‏ 


و 0-(0+0-1-:1 + ن- »م1 
ND eS‏ 


Xi yi 0 E 
sss يكافئ‎ 


x Py = 2 t 
2. يكافئ‎ 
JP =i 
=L scb 
L. ا‎ S 
PA 8 
422 
Lea بهد‎ II وك تا ك1 1 لال‎ 
r Éx PD, 2 1) 3 Ë 2 29 oJ ميد‎ 
=== 1 š 
¿tq U Lo E 
1م‎ ET 
227 و‎ 
ا‎ 2-1 
Ti 1 1 
F == = SES -1 نت‎ 
nM= |x “م + 2ط رط ) + زرط‎ a 
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M (b‏ تنتمي إلى = ركاف 
بکافئ 


.كافئ 
,كافئ 
بکافئ 


ركافئ 
إكافئ 


= E AE 12 -2xy +) +72-221 


PM= | (x+y) + ل‎ x+ 19) + G + 


+22 + 2+ ترج و2 + نم 1 + ر + 2+ 6 1] -= 


= 2@2-2xy+y)+2-2z+1 


و هي عبارة بعد النقطة M‏ عن (D)‏ 


2 


= [Lo2+2xy+y>+2+2z+1 
(T) عن‎ M و هي عبارة بعد النقطة‎ 
NM = PM 
(PM>0 و‎ NM>0 (لأن‎ NM? = PM? 
202-2xy+y)+2-2z+1- GP+2xy+y)+2Z+2z+1 
-xy-2z=xy+2z 


0=xy+2zZ+Xy+2z 
2xy+4z=0 
و هو المطلوب‎ xy+2z=0 


(c‏ المستويات الغمودية على (AB)‏ لها AB‏ كشعاع ناظمي 


A -+ 0-0‏ 
أي AB|0| < AB|0-0‏ 
1-1- 2 
ex 0‏ — 
Aia‏ : كل مستوي عمودي على (AB)‏ له الشعاع | 0 | 2 تاظمي له لان ۸8 //2 
1 
إذن : المستويات العمودبة على (AB)‏ لها المعادلة الديكارتية التالية : :0 - »+2 + ر0 +× 0 حيث ين ثابت حقيقيا . 


أي بصفة عامة فإن كل مستوي عمودي على (AB)‏ له المعادلة m © IR da z=m‏ (بوضع (m=-a‏ 
لنبحث إذن عن تقاطع < و المستويات ذات المعادلة z= m‏ كمايلي : 


m=0 (1) الحالة‎ 
KYO ok i 
7009 ae 0 aa 


y=0 x=0 
eR أو‎ frem تكافئ‎ 


إذن : التقاطع هو اتحاد مستقيمين تمتيلاهما الوسيطيين كمايلي : 


x=0‏ ا 
sem 3 fre IR‏ (هما محوري الفواصل و التراتيب) 
z=0 w Ü‏ 


الحالة )2( #۶0" 


سلسلة هباج 
L =2 m EN‏ 
الجملة x ÄG, (D‏ 
z=m‏ 
إذن : التقاطع هو المنحنى ذو المعادلة 2m‏ = ر في المستوي الذي معادلته z=m‏ (قطع زائد) 
x‏ 2 
(c‏ ليكن (m)‏ مستوي عمودي على المحور (0:1) إذن : (m)‏ له المعاذلة x= m‏ 
ET E 1‏ 
x =m‏ 


x=m 
=m 
سيدا‎ 


إذن : (m)‏ 36 هو المنحنى ذو المعادلة ا في المستوي (m)‏ (هو مستقيم من المستوي (CO)‏ 


ليكن (0) مستوي عمودي على المحور (o;‏ إذن : (Q)‏ له المعادلة y=m‏ 
HAZEN ` xy+2z=0‏ 
I‏ يكافئ ae‏ 


=m 
E 2 x TE 
y=m 


إذن : (Q)‏ 236 هو المنحنى ذو المعادلة z= F‏ في المستوي (Q)‏ (مستقيم من المستوي (Q)‏ 
التمزين ‏ 19 
OABC‏ رباعي وجوه حيث OA=0B=0C=a‏ مع a‏ عدد حقيقي موجب تماما و الوجوه الثلاثة t OAB‏ 
OAC‏ ؛ OBC‏ هي مثلثات قائمة في النقطة © 
لتكن M‏ نقطة من [OA]‏ حيث ×= ۸M‏ 
(m) yai‏ المستوي الذي بشمل M‏ و يوازي المستقيمين (AB)‏ و ghi (OC)‏ المستقيمات (CB) ٠ (AC)‏ » 
(OB)‏ على الترتيب في النقط N‏ ؛ P‏ ؛ © 
1 برهن أن الرباعي MNPQ‏ مستطيل . 
2 أحسب بدلالة x‏ المساحة A(x)‏ للمستطيل MNPQ‏ 
3 -الارس نغيرك الدالة f‏ حيث (4)2 = f(x)‏ و مثل منحناها البياني في معلم متعامد و متجانس (/:1: 0) للمستوي . 
4 من أجل أي قيمة ل + تكون المساحة A(x)‏ أكبر ما يمكن ؟ 
الحل = 19 
الانشاء : 


ننسب الفضاء إلى معلم متعامد و متجانس (0;1;J;k)‏ محاوره (OB) < (OA)‏ و (OC)‏ حيث 1 - ||1|| 
بما أن AM=x‏ و 04-2 فإن احداثيات النقط M‏ و Q‏ هي M(a-x;0;0)‏ ؛ (0 :<- 000:3 
و احداثيات النقط CÇ. B. ¿ A‏ هي )0:0 C(0;0;a) + B(0;a;0) š Aa:‏ 
1 لنبحث عن احداثيات كل من N‏ و P‏ كمايلي : 

(MN) و‎ (AC) هي تقاظع‎ N 

(PQ) و‎ (BC) هي نقطة تقاطع‎ P 

(PQ) ٠ (MN) ٠ (BC) ٠ (AC) إذن : يكفي ايجاد معادلة كل من‎ 
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سلسلة هباج 


(MN) معادلة‎ 


0 — 
JE (MN) شعاع توجيه ل‎ OC 


1 هو شعاع توجيه ل (MN)‏ 

3 1 

و M(a-x;0;0)‏ نقطة من (MN)‏ إذن التمثيل الوسيطي الت المستقيم (MN)‏ هو : X-(a-x)=0‏ 

0 Í X=a-x 

Z-0=t te IR حيث‎ [r أي‎ 

Za 

(PQ) معادلة‎ 

J» (PQ) شعاع توجيه ل‎ OC 
1 

و Q(0;a-x;0)‏ بقطة من (PQ)‏ : 


X=0 X-0=0 
ke IR sef Yas منه‎ 4 Y-(a-x)=0 : إذن‎ 


No 
EO s is e fo 


Z= K Z-0=k 
(AC) معادلة‎ 
]حت‎ +8 —(0-a 
(AC) هو شعاع توجيه المستقيم‎ afe] منه‎ i) 
a a-0 


: يشمل النقطة (0 : 0 ;۸)4 إذن‎ (AC) 
X=a-am X-a=-am 
me IR حيث‎ [y چ‎ [0-0 
Z=am Z-0=am 
(BC) معادلة‎ 
a 
(BC) شعاع توجيه‎ 80| -a منه‎ BC| 0-a 
a a-0 
8)0 ; a; 0( يشمل‎ (BC) 


X= X-0=0 
qelR حيث‎ 4 Y=a-aq منه‎ 4Y-a=-aq إذن:‎ 


Z=aq z-0=aq 
: (AC) © (MN) هي‎ N == N البحث عن‎ 
5, -x=-am a-x=a-am 

[x= < Y=0 

t=am lt=am 

m=x/a 

أي =[ 

t= a(x/a) = x 


نيجة : بتعويض t‏ ب × في التمثيل الوسيطي ل (MN)‏ 
نحصل على م 
Yey‏ 
Z=%‏ 
N(a-x;0;x) : <‏ 
dad‏ عن احداثيات P‏ حيث P‏ هي (BC) © (PQ)‏ : 
X=0 2-0‏ 
esqa‏ < 0 


aq=k aq=k 
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X=0 
[a 
k = a(x/a) = x 
: نحصل على‎ (PQ) في التمثيل الوسيطي ك‎ × k بتعويض‎ 


آي 


X=0 
P(0;a-x;x) منه‎ 12 
Z=x 
0 —, fa-x-(a-x) 
MN| 0 أي‎ MN 0-0 : نتيجة‎ 
= = E> 
MN = QP : إذن‎ = seg تتم‎ 96 
QP | 0 al 0P |a x (a= x) 
(x CoO 
e _, [a-x-0 
HET < PN |0-(a-x) 
PN=QM : إنن‎ © 0 
—, fa-x OR K0 
QM|x-a| aie QM | 0-(a-x) 
0 0-0 
maa ` 
PN. MN= O(a- x) + 0(x — rO) e لدينا‎ 
zs ا‎ MN al PM Mero 


خلاصة : PN= QM‏ و PN‏ عمودي على MN‏ إذن الرباعي MNPQ‏ مستطيل . 


_, (a—-x 
PN= | -ع)‎ x) + (xa) + 0 OA PN|x-a| 2 


= 26-2 . 
=la-x|N2 
a>x لان‎ =) (2 5 
MN = | 0 تر + و+‎ - || =x : إن‎ mfe] 
x 
. مقدر بوحدة القياس‎ A(x) = PN x MN = x(a -x)| 2 : نتيجة‎ 
و1‎ = x(a— x) [2 60ه- 10 ياف‎ 3 


f)=ax 2-2 [2 ¿as 
0 > «* > 2 gi [OA] نقطة من القطعة المستقيمة‎ M بما أن‎ 
: كمايلي‎ [0;a] على المجال‎ f إذن : ندرس تغيرات الدالة‎ 


+ 80-0 


f(a) =0 


a2- 2ps V2a-2x)‏ ا 


0 a 


> 
4 3 


E x 2-22 2 
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8 


202 


2 

| 4 - تكون المساحة A(x)‏ أكبر ما يمكن من أجل x=a/2‏ و قيمتها عندئذ هي س = (×)۸ مقدرة بوحدة القياس . 
التمرين -20 22 

ليكن (C)‏ سطح المخروط الدوراني الذي معادلته ”2= 2و + مم 


x=; 
(C) — هو مستقيم مولد‎ [zm ذو التمثيل الوسيطي‎ (D) بين أن المستقيم‎ — 1 


2-2 
2 ليكن (m)‏ المستوي الدي معادلته 3-3 
نسمي (H)‏ تقاطع (C)‏ مع المستوي (m)‏ 
لتكن A‏ النقطة ذات الاحداثيات (0 31 0) 
(a‏ أكتب في المعلم (ATK)‏ معادلة (H)‏ 
(b‏ بين أن توجد دالة f‏ بحيث يكون (H)‏ هو اتحاد المنحنيين اللذين معادلاتهما Z=Íf x)‏ و z=-f(x)‏ ثم مثل 
(H)‏ في المستوي E (m)‏ 
)لیکن ü‏ و 77 شعاعين ديك [Era‏ 
بين أن إذا كانت (: M(x;‏ في المعلم (AT; k)‏ فإن : ZY‏ بن قح = AM‏ 
M(X; Z) o(d‏ في المعلم (¥ ;0ا (A;‏ 
أثبت أن XZ=-9/4  هانعم M e (H)‏ 
الحل 20 
1 — لتكن M(x;y;z)‏ نقطة من x=t o (D)‏ 
y=N3t‏ 
منه : 01302 + 2 = x+ y‏ 6 
أي 2+2 = + x2‏ 
أي 2 4= x+y‏ 


أي M.‏ تنتمي إلى (©) 
نتيجة : المستقيم (D)‏ محتواة في (C)‏ إذن : (D)‏ هو مولد ل (©) 


H نقطة من‎ M(x;y;2) لتكن‎ (a — 2 


×2 +9 = 2 à Lyr, 8 

E يكافئ‎ pa : إذن‎ 

إذن : معادلة (H)‏ في المستوي (m)‏ ذو المعادلة y=3‏ هي 2+9 22 في المعلم ;K)‏ 
(b‏ لتكن المعادلة 9+ ×= 22 في المعلم (A;T;K)‏ 


عه 
1 


(A; 


rt| يكافئ‎ z =x +9 


: 


نعرف الدالة f‏ على IR‏ ب 2+9 ]10-0 إذن : 9+ -ES-N x‏ 
ne‏ 2+9 دع 
معادلة (H)‏ قي المعلم (4:1:6) هي : 2 
ی ا 
إذن : (H)‏ هو اتحاد المنحنيين الذين معادلاتهما f)»(‏ =7 و Z=- fX)‏ كمايلي : 
تغيرات الدالة f‏ على IR‏ 
م + - 10 lim f(x)=lim‏ 


X — - X — -- co 
زواع‎ = 2x SDR” 
2x +9 +9 
× چا‎ 0 FE : جدول التغيرات‎ 
> 
f'(x) = 0 + 


+o +o 
3 E و‎ 
3 


fO)=(0+9=3 
abus (H) منه المنحنى‎ 
fu+v= 27 z E 
يكافئ چ‎ > c 
[E=v-+T 5 E ( 
E isa 
E يكافئ‎ 
(k=v-? 
Sce l> 
> =+ 
Poes ا‎ 
eve lu lz 
2-2 
t+ 
يكافئ‎ 
lr 17.17 < 
LENI 
AM=xT+zÉ ¿aS (A;1; k; في المعلم‎ M(x; z) 


يكافئ 2-1 1 + 
يكافئ 1+27+ 
EFE 5‏ 
یکافئ v‏ و 
يكافئ z‏ 


AM - “2ج‎ J (AT في المعلم‎ M(X;2) (d 


A 
2  : نحصل على‎ (G) بالمطابقة مع العبارة‎ 
= 
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MX; Y)‏ تنتمي إلى (H)‏ يكافئ اه 
يكافئ 9+ )2 (Z2-X) = (X+‏ 
Z2-2ZX+X?2=X2+2ZX+2Z +9‏ 
ZK = 2 Z X t 0‏ - 
-4ZX=9‏ 
as X Z=-9/4‏ المطلوب 
التمرين — 21 


2 رةب‎ SS 


f(x; y) E 

2 - f)»; y) هي المساحة التي معادلتها‎ (S) 

' أدرس تقاطع (S)‏ مع المستويات التي معادلاتها z=0‏ ثم 2-1 
= - 21 

يكن (m)‏ المستوي الذي معدلته 0 -2 


3 ARS 
= x+y +2 يكافئ‎ 
2-0 
4x+2=0 
z=0 
x=-1⁄2 É 
يكافئ‎ 
Ë. = 


إذن : (m)‏ ^ (5) هو المسفيم ذو التمثيل الوسيطي x=-1⁄2‏ 
I‏ حيث 1 ع † 


y t 
z=0 z=] المستوي ذو المعادلة‎ (P) óS! 
4x+2 Eş m= 4x+2 
x+y +2 یکافئ‎ <+ ×+ +2 
2-1 ان"‎ 


zal 


د 


“15, 
z=1 = 


-2 +y =4 


2=1 


الهم 


سلسلة هباج 


إذن : (P)‏ © (8) هو الدائرة التي مركزها )2;0;1( و نصف قطرها 2 من المستوي (P)‏ ذو المعادلة 2-11 
التمرين — 22 
(T)‏ مساحة معادلتها 122 = +× 


اختر الاقتراح الصحيح من بين مايلي : 

(T) تنتمي الى‎ C(1;1;-2) (a 

(o; D) هو سطح مخروط -وراني محوره‎ (T) (b 

(T) الذي يشمل © و شعاع توجيهه 21 +(+72-17 مولد ل‎ (D) المستقيم‎ (c 

الحل 22 

2=2 آي‎ )1(2+ )1(2- Le 2(2 كمايلي:‎ (T) نعوض احذاثياث النقطة © في معادلة‎ (a 
(D) محققة إذن © فعلا تنتمي إلى‎ (T) منه معادلة‎ 

T ليس محور ل‎ )0:3( (b 

* (T) مولد ل‎ (d) هل‎ (c 


1 
Ü o =+ 


2 
ر 
(D)‏ يشمل © و T‏ شعاع توجيه له إذن : (D)‏ له التمثيل الوسيطي التالي : a‏ 
منه 13 كانت M(x; y; z)‏ نقطة من (D)‏ فإن : z=2t‏ 
TESEN‏ 
2 ب 2 ISITI‏ 
j 0‏ چ 1 -12 
من جهة أخرى t‏ > 2 2 
إذن : x + = iz‏ 


منه : M‏ تنتمي إلى (T)‏ 

إذن : (D)‏ محتواة في (T)‏ 

أي (D)‏ مولد ل o (T)‏ الاقتراح (c‏ صحيح 
التمرين — 23 
(R)‏ مساحة معادلتها 4- ر 0,5 + 2z=2×‏ 
هل تقاطع (R)‏ مع المستوي ذو المعادلة 90-0 هو : 
(a‏ قطع مكافئ (c‏ قطع زائد 


(b‏ مستقيم (d‏ جواب آخر 
Jai‏ - 23 
z=2x+4 [z=2x+0,5y +4‏ 
PA Š‏ 
S En \y=0‏ 
Ë‏ 2-2-4 
يكافئ 
ys‏ 15 
x=, z-2‏ 
يكافئ 
ha ">‏ 
تقاطع (R)‏ مع المستوي ذو المعادلة 0= ل هو المستقيم الذي تمثيله الوسيطي 2 ل ديم 
: الجواب الصحيح هو (b‏ مستقيم y=0‏ حيث 1 ع † 
التمرين —24 ar‏ 


x-3y=5 من الفضاء حيث‎ M(x;y;z) مجموعة النقط‎ (m) 

هل صحيح أن (m)‏ ليست مساحة ؟ 

الحل - 24 1 
5= ل 3-× يكافئن 0= 5- ل 3-× و هي معادلة مستوي Jei‏ النقطة (1 : 5/3 -;0) و 1 
إذن : (m)‏ هو سطح مستو . 


التمرين — 25 
هل تقاطع مجسم مكافئ معادلته ”ر + ”× z=‏ مع سطح كرة مركزها O‏ هو دائرة ؟ 
J‏ — 25 

ليكن (R)‏ المجسم المكافئ ذو المعادلة z=% +y‏ 

نسمي (S)‏ سطح الكرة التي مركزها O‏ ونصف قطرها © حيث 0 <0 

إذن : معادلة (S)‏ تن = 2 + x+y‏ 

لنبحث عن تقاطع (S)‏ و (P)‏ 


Cake: E OO NENP: : 
HZ = Q 5 ود و‎ + Zm Q 
يكافئ‎ 
2 an 
(EEA بكاة‎ 


x+y =z 0 


تخل المعلالة (1) اذات التجمول AN Z‏ 2<0 لأن 0 2222 


A=1+4 02 
_ -1-N1+4 0 
— = ا‎ 
. سالب إذن مرفوض‎ 
مر‎ s a= 
دق‎ SEN pas 
2 


: حيث‎ M(x;y;z) يتقاطعان في مجموعة النقط‎ (R) و‎ (S) : نتيجة‎ 
00 lt 12492 
2 
EDE 
ES 1+4 x 


2 


2 2 
= yaaa (io; ها‎ | 
ENEIT 


2 


و هي معادلة دائرة مركزها 


في المستوي ذو المعادلة 

انتيجة : الجواب صحيح . 

التمرين — 26 

لتكن (S)‏ المساحة التي معادلتها z=2x(y+1)‏ حيث 0O<Sx<10‏ + 053512 

هل النقطة (120 ; 11 ; 4.)5 تنتمي إلى (S)‏ ؟ 

الحل 26 
050 , 0<11<12 إن :05519 f‏ محققة 

0<y<12 . 2 1 a 
2(5)(11 + 1) = 10(12) = 0 

فن : الشرط x(y+1)=z‏ 2 محقق . 

منه : A‏ فعلا تنتمي إلى (S)‏ 
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